
東京大学・カブリ数物連携宇宙研究機構・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２６０１

基盤研究(B)（一般）

2023～2019

D-臨界的双有理幾何学の確立とDonaldson-Thomas不変量の圏論化

D-critical birational geometry and categorification of Donaldson-Thomas 
invariants

２０５０３８８２研究者番号：

戸田　幸伸（Toda, Yukinobu）

研究期間：

１９Ｈ０１７７９

年 月 日現在  ６   ５ １３

円    11,890,000

研究成果の概要（和文）：3次元カラビヤウ多様体上の安定対象のモジュライ空間は、Joyceにより導入されたd-
臨界構造を持つ。このd-臨界構造を持つスキームの間の仮想的な双有理変換であるd-臨界的フリップやフロップ
という概念を導入した。更に数え上げ幾何学で重要となる種々の安定性条件の壁超えに付随してこれら仮想的な
双有理変換が生じることを示した。また局所代数曲面の場合にDonaldson-Thomas不変量を圏論化するDT圏の概念
を導入し、d-臨界的フリップやフロップに応じてこれらDT圏の間の振舞いを記述するd-臨界的D/K予想を定式化
した。更にDT圏の圏論的壁超えに関する種々の性質を証明した。

研究成果の概要（英文）：The moduli spaces of stable objects on Calabi-Yau 3-folds admit d-critical 
structures introduced by Joyce. We introduced the notion of d-critical flips and flops between them,
 which are regarded as virtual birational maps. Moreover we proved that these virtual birational 
transformations appear as wall-crossing of stability conditions which are important in enumerative 
geometry. We also introduced the notion of DT categories for local surfaces which categorify 
Donaldson-Thomas invariants, and formulated d-critical D/K conjecture which describes the behavior 
under d-critical flips and flops. We also proved several properties on categorical wall-crossing of 
DT categories. 

研究分野：代数幾何学

キーワード： Donaldson-Thomas不変量　連接層の導来圏　行列因子化　圏論的Donaldson-Thomas理論　D-臨界的双有
理幾何学　準BPS圏　圏論的壁超え公式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
3次元カラビヤウ多様体上の曲線や安定層を数え上げるDonaldson-Thomas不変量は数学・物理双方にとって重要
な研究課題である。従来の研究によって安定性条件の壁超え公式を用いることでそれらの種々の公式が導かれる
ことが知られていた。今回の研究でそれらの公式の背後にある双有理幾何的・表現論的理解を、
Donaldson-Thomas不変量を圏論化する「DT圏」と双有理幾何学の仮想版である「D-臨界的双有理幾何学」を確立
することで明らかにした。これらは新しい概念であり、今後の更なる発展も期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 Donaldson-Thomas(DT)不変量とは 3 次元カラビヤウ多様体上の安定層を数え上げる不変量
であり、1998 年に Thomas により導入された。2003 年に Maulik-Nekrasov-Okounkov-
Pandharipande は階数が 1 の DT 不変量と曲線を数え上げる Gromov-Witten 不変量との間の
関係（DT/GW対応）を予想し、以後 DT不変量の研究は急速に進んできた。 
 一方、代数多様体上の連接層の導来圏とは連接層の有界複体を対象とする三角圏であり、1960
年代に Grothendieckや Verdierにより導入された概念である。その元々の動機は Serre双対性
定理の一般化にあったが、現在ではミラー対称性、双有理幾何学、表現論など様々な数学分野に
おける対称性を実現する数学的対象として研究が進められている。特にフリップやフロップと
いった双有理変換によって連接層の導来圏の間に充満忠実な関手や圏同値が存在すると予想さ
れている。この予想は Bondal-Orlovや川又雄二郎氏によって提唱され、D/K同値予想と呼ばれ
ている。D/K同値予想は代数幾何学における導来圏の研究の大きな動機を与えてきた。 
私は 2008年頃から代数多様体上の連接層の導来圏の技術やアイデアをDT不変量の研究に取
り入れ、上述の DT/GW 対応に関わる DT 不変量の種々の性質の証明、予想の解決を与えてき
た。特に導来圏の安定性条件に付随して半安定な導来圏の対象を数え上げる新たな不変量を構
成し、それらの安定性条件の変化における変異、すなわち「壁超え公式」を調べることが鍵とな
ることを明らかにした。 
更に 2016 年に Maulik 氏と共同研究を行い、超弦理論でその存在が予想されていた

Gopakumar-Vafa(GV)不変量の数学的定式化を与えた。この定式化において、DT不変量を洗練
化するコホモロジー的 DT 不変量の構成を用いることが重要であった。これは次数付きベクト
ル空間でそのオイラー数が DT不変量を与えるものであり、Kontsevich-Soibelmanや Joyceら
により導入された。3 次元カラビヤウ多様体上の安定層のモジュライ空間には Joyce による d-
臨界構造が入り、d-臨界構造を用いて上述のモジュライ空間上に消滅サイクル層の貼り合わせが
構成できることが鍵である。更に GV不変量の壁超え不変性も証明した。この GV不変量の壁超
えの研究において、安定性条件の壁超えにおいて安定対象のモジュライ空間があたかも仮想的
に双有理変換のように振舞うことが観察された。 
以上の研究が基になり、上述の仮想的な双有理変換の概念を数学的に厳密な形で定式化する
「D-臨界的双有理幾何学」を導入することが重要であると考えた。また双有理幾何と導来圏にお
ける D/K 予想の仮想版である「D-臨界的 D/K 予想」を、DT 不変量を圏論化する「圏論的 DT
理論」を導入することで実現できるのではないか、という着想を得た。更に圏論的 DT理論を用
いて、これまでの研究で得られていた DT 不変量の壁超え公式の圏論版が得られるのではない
かと考えた。 
 
２．研究の目的 
 仮想的な双有理変換の概念を定式化する「D-臨界的双有理幾何学」を導入し、基礎理論を確立
する。更に DT不変量を圏論化する「圏論的 DT理論」を導入し、D-臨界版 D/K予想の数学的
定式化及び証明、DT不変量の壁超え公式を圏論化する圏論的壁超え公式を導出することが研究
の目的である。これらの研究の過程において、圏論的 Hall代数を用いた数え上げ幾何学の公式
の幾何表現論的理解、古典的なモジュライ空間の導来圏の新たな準直交分解の存在なども見込
まれる。これら副産物も追及することで DT理論と双有理幾何学・幾何的表現論・古典的モジュ
ライ理論との間の密接な関係を見出すことも目的である。 
 
３．研究の方法 
 Joyce による d-臨界構造を持ったスキームに対して、d-臨界的フリップ及び d-臨界的フロッ
プといった概念を導入し、数え上げ幾何学の研究において重要な役割を果たした壁越えに付随
してこれら d-臨界的双有理変換が生じることを示していく。圏論的 DT 理論の導入については、
代数曲面の標準束の全空間で与えられる局所曲面の場合に DT 不変量を圏論化する「DT 圏」を構
成し、その性質を調べていく。この場合に d-臨界的フリップや d-臨界的フロップによって DT 圏
の間の充満忠実関手や圏同値が存在することを予想として提唱する。上述の予想にアプローチ
するため、DT 圏の窓定理や圏論的 Hall 代数といった技術を開発し、応用を図る。更にこれらの
研究と幾何学的表現論・古典的モジュライ空間との関連について調べる。具体的には、圏論的
Pandharipande-Thomas 理論への圏論的 Hecke 作用の構成、曲線の対称積や Quot スキームの導来
圏の準直交分解の構成について調べる。 
 
 
４．研究成果 
 目的としていた D-臨界的双有理幾何学を定式化した。また局所代数曲面の場合に DT 圏を導入
し、その性質を調べた。上述の DT 圏に関する種々の予想を提出し、それらの解決に向けた技術
の開発、様々な場合における予想の証明を与えた。詳細は以下の通りである。 



 
（１）D-臨界的双有理幾何学の基礎理論の確立 
一般に３次元カラビヤウ多様体上の安定性条件の壁越えが与えられると、安定対象のモジュ
ライ空間にフリップやフロップと類似した図式が得られる。しかし３次元カラビヤウ多様体上
の安定対象のモジュライ空間は被約とも既約とも限らず、通常の双有理幾何学で扱う範疇を超
えた特異点が生じる。更に、仮にモジュライ空間が滑らかだとしても、安定性条件の壁越えによ
ってモジュライ空間は双有理同値になると限らない（例えば次元が変化する可能性もある）。こ
れらモジュライ空間は Joyce による D-臨界構造を持つ。 
そこで一般に D-臨界構造を持つスキームの図式に対して、D-臨界的フリップや D-臨界的フロ
ップといった概念を定式化した。これらは実際の双有理変換ではないが、いわば「仮想的な双有
理変換」と呼ぶべきものである。更に数え上げ幾何学で重要となる安定性条件の壁越えに付随す
る図式が、上述で定義した D-臨界的フリップや D-臨界的フロップとなることを明らかにした。
例えば、１次元安定層のモジュライ空間の壁越え図式は D-臨界的フロップを与え、また DT/PT
対応に付随する壁越え図式や Pandharipande-Thomas（PT）安定対モジュライ空間の壁越えに付
随する図式は D-臨界的フリップを与える。上述の壁越え図式は数え上げ幾何における種々の公
式の導出において重要な役割を果たしていたが、これらの背後に仮想的な双有理幾何学が隠れ
ていたことが判明し、数え上げ幾何学の種々の公式の双有理幾何学的解釈が可能となった。 
  
（２）局所代数曲面上の圏論的 DT 理論 
 一般に３次元カラビヤウ多様体上の安定対象のモジュライ空間には(-1)-捻りシンプレクティ
ック構造を持つ導来スキームの構造が入る。D-臨界構造は、上述の(-1)-捻りシンプレクティッ
ク構造から定まる。(-1)-捻りシンプレクティックスキームは局所的には滑らかなスキーム上の
関数の導来臨界点集合として記述でき、よって局所的に行列因子化のなす dg 圏が定まる。そこ
でこれら dg 圏を貼り合わせて、大域的な dg 圏を構成できないかという疑問が沸き上がる。この
ように大域的な dg 圏が構成できたなら、DT 不変量を圏論化する「DT 圏」と呼ぶべき圏を与える
と考えられる。例えば DT 圏の周期的サイクリックホモロジーや位相的Ｋ理論のオイラー数を取
ることで DT 不変量が復元できると期待される。 
 この DT 圏を一般の３次元カラビヤウ多様体において構成することは現在でも困難な問題であ
るが、代数曲面の標準束の全空間として与えられる３次元カラビヤウ多様体（局所代数曲面）に
対して DT 圏を構成し、その性質を調べた。この場合、局所代数曲面上の連接層のモジュライス
タックは、元の曲面の連接層のモジュライスタックの(-1)-捻り余接束として与えられる。この
余接束としての記述と Koszul 双対性定理、そして Arinkin-Gaitgsory による連接層の特異台の
概念を用いることで局所代数曲面の場合の DT 圏を構成した。 
 更に、局所代数曲面の安定対象のモジュライ空間の壁越えに付随して D-臨界的フリップや D-
臨界的フロップが生じる場合に DT 圏の間に充満忠実関手や圏同値が存在することを予想し、D-
臨界版 D/K 予想を局所代数曲面の場合に定式化した。上述の D-臨界版 D/K 予想にアプローチす
るため、DT 圏の窓定理や圏論的 Hall 代数などを確立し、実際に様々な場合で D-臨界版 D/K 予
想を証明した。例えば曲線類が被約の場合、PT 圏から DT 圏への充満忠実関手が存在することを
示した。DT/PT 対応は D-臨界的フリップを与えるため、D-臨界版 D/K 予想の重要な根拠を与えた
といえる。 
 以上の成果は 2019 年にプレプリントとして発表した後、2020 年に大幅に拡張して 170 ページ
以上のプレプリントとして発表した。数年間の査読の後、2024 年に Springer Lecture Notes in 
Math からアクセプトされ、monograph として出版予定である。 
 
（３）圏論的壁越え公式 
 局所代数曲面上で定義した DT 圏を用いて、数え上げ幾何学における重要な例で圏論的壁超え
公式を定式化し、証明した。最初に扱った例は resolved conifold の小特異点解消である。この
場合に PT 圏の圏論的壁超え公式を証明し、長尾-中島による数値的な PT 不変量の壁超え公式の
圏論化を与えた。Resolved conifold の場合、安定性条件のパラメータが存在して、安定性の壁
を超えるたびに PT 不変量の生成関数が因数分解できることが知られていた。この研究により、
PT 圏の壁超えによって上述の因数分解を圏化する PT 圏の準直行分解を得た。 
 更に、3 次元アフィン空間上の点のヒルベルトスキームに付随する圏論的 DT 理論の研究を
Tudor Padurariu 氏と共同で行い、この場合の圏論的壁超え公式を得た。3次元の点のヒルベル
トスキームに付随する通常の DT 不変量の生成関数は 3 次元ヤング図形を数え上げる MacMahon
関数で記述できることが知られていたが、この MacMahon 関数を圏論化する DT 圏の準直交分解
を得た。この場合、準直交成分は BPS 不変量を荒い意味で圏論化する「準 BPS 圏」の圏論的 Hall
積から成り立っている。 上述の研究の手法を更に深化、発展させることで、局所代数曲面上の
被約曲線類に対する圏論的 DT/PT 対応を Padurariu との共同研究で証明した。 
 
 
（４）圏論的 Hall 代数の作用 
 一般に Hall 代数とはある種のアーベル圏から定まる代数構造で、表現論などで重要な役割を
果たす。（１）の研究で定義した局所代数曲面上の DT 圏に、Hall 代数の圏論版とも言える圏論



的 Hall 代数の構造が入ることを示した。通常の代数曲面の場合には Porta-Sala によって
Kapranov-Vaserrotのコホモロジー的Hall代数を圏化する圏論的Hall代数の構造が入ることが
示されていた。局所代数曲面の場合は、Porta-Sala の圏論的 Hall 代数の構造が Arinkin-
Gaitsgory の特異台の概念と整合することを証明することで圏論的 Hall 代数の構造が入ること
を示した。更にこの圏論的 Hall 代数を用いて、局所代数曲面上の PT 圏に Weyl 代数の圏論化作
用が入ることを示した。この結果は曲線の数え上げ幾何学と幾何的表現論の関係を圏のレベル
で実現したものと言える。 
  
（５）準 BPS 圏の研究 
Padurariu との共同研究で BPS 不変量を圏論化する「準 BPS 圏」を種々の状況で定義した。こ
の種々の状況とは、ポテンシャル付き対称的箙、局所 K3 曲面の場合などが当てはまる。これら
は圏論的壁超え公式を記述する上で必要となるが、準 BPS 圏それ自体興味深い研究対象である
ことも判明した。3次元アフィン空間の場合、準 BPS 圏が対称群の群作用による商スタックの導
来圏と同値になると予想し、実際にこの予想をトーラス同変 K 群と位相的 K 群のレベルで成立
することを示した。この結果は 3 次元の場合の点のヒルベルトスキームに対する Mckay 対応の
類似と解釈できる。 
局所 K3 曲面の場合、準 BPS 圏が半安定対象のモジュライスタックの連接層の導来圏の「基底」
を与えることが分かった。具体的には、上述の導来圏に準直交分解が存在し、各成分が 準 BPS
圏の圏論的 Hall 積で与えられることを示した。更に向井ベクトルと重みが互いに素である場合、
BPS 圏が固有かつ滑らかな dg 圏であること、Serre 関手が良モジュライ空間上エタール局所的
に自明であるこ と、壁越えによる圏同値を与えること、そして BPS 圏の位相的 K群のオイラー
数が BPS 不変量を与えることを証明した。従って、局所 K3 曲面の BPS 圏が期待される 「良い性
質を持つ」dg 圏であることが明らかになった。更に、BPS 圏は特異点を持った複素シンプレクテ
ィック多様体の捻り圏論的クレパント特異点解消を与える と解釈できる。この場合には通常の
意味のクレパント特異点解消が(O'Grady による唯一の例外を除いて）存在しないため、BPS 圏に
よる複素シンプレクティック多様体論の新たな側面が発見されたことになった。 
 
（６）古典的モジュライ空間上の連接層の導来圏 
 本研究で開発した DT 圏や窓定理、圏論的 Hall 代数の技術を用いて、古典的なモジュライ空間
の連接層の導来圏の新たな準直交分解を見出し、証明した。例えば、Qingyuan Jiang によって
提唱されていたある種の相対 Quot スキームの連接層の導来圏の準直交分解を示した。この準直
交分解は Brill-Noether 軌跡の特異点解消の導来圏や曲面上の点の Hilbert スキームの連接層
の導来圏の研究に応用される。また、曲線の対称積の連接層の導来圏の準直交分解、K3 曲面上
の線形系に付随する相対ヒルベルトスキームの連接層の導来圏の準直交分解なども証明した。
このように、3 次元カラビヤウ多様体の圏論的 DT 理論の研究が代数幾何における古典的なモジ
ュライ空間の連接層の導来圏の研究に応用されることが明らかとなった。 
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