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研究成果の概要（和文）：楕円曲線に伴うBeilinson-Kato元に対して、Darmon流の微分を用いて、その新しい性
質を定式化した。この予想を一般化Perrin-Riou予想と名付け、詳しく研究した。特に、この予想からMazur 
Tateによる有名なBirch Swinnerton-Dyer予想の精密化予想が、ある種の条件の下に、導かれることを証明し
た。以上は、David Burnsと佐野昂迪との共同研究である。また、素数 p を固定して、総実代数体の円分Zp拡大
上の古典的岩澤加群のFittingイデアルを計算することに成功した。これはCornelius Greitherと片岡武典との
共同研究である。

研究成果の概要（英文）： We discovered a new property on Beilinson-Kato elements for elliptic 
curves, using Darmon-type derivatives. We call this property Generalized Perrin-Riou Conjecture, and
 studied it in detail. In particular, we showed that it implies the famous Mazur Tate conjecture, a 
refinement of the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture, under certain conditions. This is joint work
 with David Burns and Takamichi Sano. 
 We also compute the Fitting ideal of the classical Iwasawa module over the cyclotomic Zp-extension 
of a totally real field. This is joint work with Cornelius Greither and Takenori Kataoka. 

研究分野： 整数論

キーワード： Iwasawa theory　zeta elements　Iwasawa module　Fitting ideal

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
有理数体上の楕円曲線の数論は、さまざまな理論への一般化が可能であり、またさまざまな分野への応用も可能
である。そこで、この分野で新しい性質を見出すことは、きわめて大きな価値がある。また、岩澤理論を
Fittingイデアルを用いて定式化し直すことは、その精密化を得ることにもなり、大変価値のあることである。
古典的岩澤加群を扱うことは、扱いやすいコホモロジー群を扱うよりも難しく、このような加群に対して理論を
構築することの学術的意義は高い。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
背景にあるのは、最近の岩澤理論のめざましい発展である。岩澤理論の中心をなすのは、代数的
対象と解析的対象を結ぶ岩澤主予想である。研究代表者は、この岩澤主予想の一般化という多く
の研究者が行っている方角ではなく、岩澤主予想の精密化を長年探求している。近年、岩澤理論
や Euler 系などのコホモロジーの元の系列の理論は大きく発展しているが、その新しい発展の
アイディアを、岩澤理論の精密化理論にも適用し、この理論をさらに発展させたいと考えている。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、研究代表者がこれまで研究してきた岩澤理論の精密化理論をさらに発展させ
ることである。具体的には、従来の岩澤理論では、岩澤加群(ある種の Galois 群や p 進表現の
Selmer 群)と対応する p 進 L 関数との間の関係を、岩澤主予想によって記述するが、本研究で
はその関係をより一層詳しい関係に精密化する。そして今までの研究で現れた、ゼータ関数の値
と関係する数論的なコホモロジーの元たちの間の関係を表す理論を、Euler 系の新しい理論など
を用いることで、構築することである。 
 
３．研究の方法 
最近の整数論研究で使われるようになった新しい道具を用いて研究を行う。具体的には、Mazrur-
Rubin-Sano 予想で使われた議論、片岡によるシフトの理論、新しい Tate 完全系列の理論などで
ある。また、国際共同研究として、イギリスの King’s College London の David Burns 教授、
大阪公立大学の佐野昂迪教授との共同研究を継続して行った。また、ドイツのミュンヘン防衛大
の Cornelius Greither 教授、東京理科大の片岡武典教授と共同研究を行った。また、韓国高等
研究所の Chan-Ho Kim 研究員との研究も続けた。 
 
４．研究成果 
(1) Beilinson-Kato 元の新しい性質の定式化とその応用 
Galois コホモロジーの元である、Beilinson-Kato 元は、保型形式の数論幾何で大変重要な役割
りを果たす。その最も有名な性質は、元の系列が Euler 系をなすことと、その L関数の値との関
係である。私達はこの研究において、楕円曲線の場合を考え、Darmon 型の微分を用いることに
より、Beilinson-Kato 元の今まで知られていなかった新しい性質を定式化し、予想として提出
した。L関数の位数が 1 のときは、この予想は Perrin-Riou 予想と一致するので、この予想を
私達は一般化 Perrin-Riou 予想と名付けた。特に、円分 Zp 拡大に対するこの予想が、Beilinson-
Kato 元を理解する上で重要である。この予想は、有名な Birch Swinnerton-Dyer 予想とも関係
があり、L関数の s=1 での Taylor 展開の先頭項の情報が、どのように Beilinson-Kato 元の中に
組み込まれているかをはっきりさせている。 
われわれの一般化 Perrin-Riou 予想は、Mazur と Tate による Birch Swinnerton-Dyer 予想の精
密化という有名な予想とも関係があり、われわれは、ある種の緩い条件の下で、円分 Zp 拡大に
対する一般化 Perrin-Riou 予想が、一般の Abel 体に対する Mazur Tate 予想を導くことを証明
した。特に、L関数の位数が 1 のときは、Perrin-Riou 予想が証明されている場合があるので、
この場合は、Mazur Tate 予想を証明することができる。今まで、弱い Mazur Tate 予想について
は、多くの結果が知られているが、regulator 部分に対するこの強い Mazur Tate 予想について
は理論的な結果は何も知られておらず、われわれの結果は、強い Mazur Tate 予想の最初の非自
明な結果を与える。以上は、David Burns および佐野昂迪との共同研究である。 
 
(2) p 分岐岩澤加群の Fitting イデアルについて 
p を素数とするとき、総実代数体の円分 Zp 拡大上の、p の外不分岐な最大 pro-p 拡大の Galois
群を p 分岐岩澤加群と言う。これは、古典的に大変良く調べられている対象である。ただ、etale 
cohomology 群としてはとらえにくいので、その同変的解析はしづらい。この重要な岩澤加群を、
片岡武典によるシフトの理論および適切な複体の理論を用いることにより、その Fitting イデ
アルを原理的に計算できる形で計算した。Galois 群が特別な場合は、研究代表者による以前の
結果と一致することを確かめた。この Fitting イデアルの形から、加群のどのような性質がわか
るかを研究することが、次の研究の目標となる。以上は、Cornelius Greither および片岡武典
との共同研究である。 
 
(3) モジュラー記号からできる計算可能な量と Selmer 群の構造について 
有理数体上の楕円曲線について考える。楕円曲線と対応する Mazur Tate によるモジュラー元は、
保型形式の複素平面上の積分であるモジュラー記号を用いて定義される。モジュラー元の係数
に現れる数を、われわれはこれまでの研究で詳しく調べ、p-Selmer 群の構造を記述できること
を、楕円曲線が p で通常還元を持つ場合に証明していた(2014 年)。今回の新しい研究において、
楕円曲線が超特異還元を持つ場合にも同じ結果が成り立つことを証明した。すなわち、単射定理



(δnが p で割り切れなければ、p Selmer 群から nを割るすべての素数 q についての q有限体
有理点への写像は単射)が成立すること、および p-Selmer 群の次元がこれらの量で記述できる
という予想が作れることを確かめた。また、多くの数値例を計算し、pが玉河数を割らないとき、
および anomalous でないときには、同じことが成り立つことも予想できた。以上の理論は、Selmer
群の大きさおよび構造を決定する数値計算の方法が存在することを意味する。これは、有名な
Birch Swinnerton-Dyer 予想が述べる Selmer 群と L関数との関係とは異なる両者の関係がある
ことを意味し、大変興味深い結論を導くものになると考えている。なお、この方面の研究につい
ては、その後、筑波大学の坂本龍太郎と韓国高等研究所の Chan-Ho Kim が、上記の予想について
新しい結果を得ている。 
 
(4) Pan Asian Number Theory Conference について 
京都大学の池田保教授と共に、京都大学数理解析研究所において、2020 年 7 月に Pan Asian 
Number Theory Conference を行う予定であった。これは、世界的に活躍しているアジアに起源
を持つ研究者を集めて行う研究集会で、今回が 10回目の PANT であった。しかしながら、コロナ
禍によって延期され、最終的に 2021 年 12 月 6 日から 10 日までオンライン形式で開催した。世
界から第一線の研究者が集い、きわめて有意義な研究集会となった。 
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