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研究成果の概要（和文）：　代数的な構造をグラフィクス（ダイアグラム、図式）を用いて表すことで低次元ト
ポロジーの対象を表示する方法の研究を行なった。いくつかの代数的構造を図式を用いて表すことで、古典次元
のブレイドとその高次元化である２次元ブレイド、タングルと結び目・絡み目、３次元空間内の三価グラフ、３
次元空間内に埋め込まれた曲面、４次元空間内に埋め込まれた曲面や分岐曲面などを表示し、それらの表示にお
ける基本変形がえられる様子がわかる。
　結び目の概念を図式の観点から拡張した仮想結び目と捻れ仮想結び目について、それらの新しい不変量を導入
し、その性質を明らかにするとともに、従来の研究では得ることができなかった応用を得た。

研究成果の概要（英文）：   Research on methods to describe topological object in low-dimension by 
considering  algebraic structures using graphics has been done. Those objects include braids, 
2-dimensional braids, tangles, knots and links, trivalent graphs in 3-space, surfaces in 3-space, 
surfaces in 4-space, and branched surfaces in 4-space. Their graphical  descriptions and some basic 
moves are obtained and understood naturally. 
   New invariants of virtual links and twisted links are introduced and investigated. Some 
applications that could not be achieved by previously known methods are given.

研究分野： 位相幾何学

キーワード： トポロジー　低次元トポロジー　４次元　グラフィクス　曲面結び目　曲面ブレイド　結び目理論　仮
想結び目

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　４次元空間内に埋め込まれた曲面（曲面結び目）や曲面のブレイドを表す方法として、曲面結び目のダイアグ
ラムを用いる方法や動画法と呼ばれる方法がよく用いられている。またチャートと呼ばれるグラフィクスを用い
た方法も近年登場した。このような表示において、２つの表示が同値な対象を表すための基本変形を与えること
も重要となる。代数構造の図式化によって、これらの表示方法やその基本変形が自然にえられたり、理解できる
状況が観察された。低次元トポロジーにおける不変量の研究など今後のこの分野の研究に役立つものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 グラフィクスは、研究代表者が２次元ブレイドを表す方法として考案したチャートと呼ばれ
る図式が始まりで、モノドロミー表現を記述する手法であると同時に３次元への射影に現れる
多重点、特異点のなすグラフの配置を描写している。前者の観点の一般化として、レフシェツ・
ファイバー束空間など低次元トポロジーにあわられるモノドロミー表現を記述する手法に拡張
され、応用されている。後者の観点では曲面結び目を表す手法などに発展した。 
 
 一方、カンドルは、1982 年に D. Joyce と S. Matveev により導入された代数系であり、結
び目の完全不変量である。代数や幾何における様々な現象でカンドルが自然に現れ、重要な役割
を担うことがある。高次元結び目理論におけるカンドルの研究やカンドルホモロジー理論を用
いたいくつかのバリエーションも登場し、低次元トポロジーの研究に利用されている。 
 
 
２．研究の目的 
 
グラフィクスやカンドルを用いて低次元トポロジーの対象の表示や性質を調べ、不変量の構成
と計算を行い、それを分類問題に役立てることが当研究の目的である。 
 
 
３．研究の方法 
 
研究分担者および研究協力者の協力を得て低次元トポロジー、特に４次元空間内に埋め込まれ
た閉曲面（曲面絡み目）やはめ込まれた閉曲面（曲面絡み目）とそれに関連する対象のグラフィ
クスを用いた表示方法や不変量の構成、カンドルとその一般化や類似の代数構造を利用した不
変量の構成に役立てる。これらは、個別の研究打合せやセミナー、研究集会などを通して実行さ
れる。 
 
 
４．研究成果 
 
 レフシェツ・ファイバー空間のモノドロミーの研究などで登場する交換子の間の関係式をグ
ラフィクスを用いて理解し、取り扱う方法として、doodle 図式がある。これは球面上に横断的
に交わる閉曲線の族であり、doodle は 1 型と 2 型のライデマイスター変形に対応する基本変形
を法とする doodle 図式の同値類である。1979 年に R. Fenn と P. Tayler により導入され、
doodle 図式に noose の系を与えるとき、自由群における交換子関係式が得られることが示され
た。その後当研究代表者と Fenn 達との研究で、doodle 図式における基本変形と交換子関係式に
おける基本操作（変形）の間にある種の対応を与えることに成功していた。これらの研究のもと
に、初等な交換子関係式の間に３種類の同値関係を導入し、noose 系に依存しない doodle 図式
に固有な交換子関係式の間の関係、doodle 図式のコボルディズム類に固有な交換子関係式の間
の関係を明らかにした。また、Fenn と Tayler の論文では交換子関係式に対応する doodle 図式
の存在を具体的に構成していなかったが、我々は明確なアルゴリズムとして構成法を与えた。 
 
 チャートとフォームを用いた低次元トポロジーの研究から派生して、圏論的な観点での代数
構造を図式を用いて表す方法について研究を行なった。古典次元のブレイドや２次元ブレイド
は適当な圏を用いてこの枠組みに組み込まれることが確認された。３次元空間内に埋め込まれ
た曲面、４次元空間内に埋め込まれた曲面なども、ある高次の圏の図式を用いて表すことができ
ることを示した。代数的な構造をグラフィクス（ダイアグラム、図式）を用いて表す方法の研究
を行ない、フロベニウス代数の公理を図式化することで、その高次化となる高位の圏を構成する
際に自然と思われる多重射を低い次元について構成した。そこでは、平面上の３価グラフとその
基本変形が現れること、および、高さ関数を伴った３次元空間内の分岐曲面の基本的な変形が実
現されることなどが確認できた。 
 
 フロベニウス代数の公理の図式化では、高次元化として、平面上の３価グラフとその基本変形、
３次元空間内の分岐曲面が自然に現れることを確認したが、少し条件を緩めることで、４次元空
間内のブレイド状の分岐曲面が自然に解釈できることがわかった。これは、仮想交点を伴うブレ
イドが絡み目のモーション群を用いて解釈されることに対応していて、カンドルの余次元２の
部分多様体の観点での解釈により近いものといえる。４次元空間内のブレイド状の分岐曲面と
３価頂点と仮想交点を伴う分岐ブレイドの関係を調べ、いくつかの図式の基本変形を導くこと



ができた。 
 
 古典的結び目を拡張する概念に仮想結び目がある。仮想結び目の図式から４次元ユークリッ
ド空間に埋め込まれたリボン型のトーラス曲面絡み目を構成する方法が分担者の佐藤進の研究
によって知られていた。仮想結び目の図式は、そのようなリボン型のトーラス曲面絡み目の図式
（グラフィクス）による表示と見なすことができる。仮想結び目の図式の各交点にアフィン指数
と呼ばれる整数を与え、そこから仮想結び目の不変量を構成することが、佐藤や Kauffman など
の研究者によって独立に提唱され、その不変量に関する研究が多くなされている。成分数が２以
上になる仮想絡み目の図式では、交点におけるアフィン指数の定義の解釈により、一意的には指
数を定めることができず、研究があまり進展していなかった。鎌田直子（名古屋市立大学）の協
力を得て、成分数が２以上になる仮想絡み目の図式について、指数の概念を明確にし、仮想絡み
目の不変量を構成した。仮想結び目については従来の不変量との関係を明らかにし、さらに、捻
れ仮想結び目・絡み目の不変量を構成した。伊藤大貴（大阪大学）との共著論文では、捻れ仮想
結び目図式にある種の彩色を用いた不変量の構成を行い、これまで困難とされてきた２重被覆
が同じ捻れ仮想結び目の区別へ応用ができることを示した。 
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