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研究成果の概要（和文）：量子分解は量子確率論における基本概念であり、統計性の源泉を非可換代数とその表
現に帰することを主張するための鍵である。本研究では、量子分解の多変数化のための端緒として、成長するグ
ラフ対から2変数スペクトル分布と付随する直交多項式の具体例を得た。多変数直交多項式系に対して定義され
る拡張ヤコビ行列に対して、退化指数という概念を導入してスペクトル測度の台を評価する最初の成果を得た。
また、マイクスナー分布族を量子成分の非可換性によって分類して古典論を再現した。グラフの不変量として、
距離行列を用いて二次埋込み定数(QEC)を導入して、具体的計算例を蓄積するとともにグラフの分類論の構築を
開始した。

研究成果の概要（英文）：The quantum decomposition is a fundamental concept in quantum probability 
theory, serving as a key to attributing the source of statistical properties to noncommutative 
algebra and its representations. In this study, as a starting point for the multivariable extension 
of quantum decomposition, we obtained concrete examples of bivariate spectral distributions and 
associated orthogonal polynomials from pairs of growing graphs. For the extended Jacobi matrices 
defined by multivariable orthogonal polynomial systems, we introduced the concept of a deficiency 
index, achieving the first results in evaluating the support of the spectral measure. Moreover, we 
reproduced classical theory by classifying the family of Meixner distributions based on the 
noncommutativity of quantum components. As an invariant of graphs, we introduced the quadratic 
embedding constant (QEC) using distance matrices, accumulated concrete calculation examples, and 
began constructing a classification theory for graphs.

研究分野：基礎解析学

キーワード： 量子確率論　スペクトル解析　漸近的組合せ論　代数的組合せ論　直交多項式　ネットワーク数理　グ
ラフスペクトル　量子ホワイトノイズ

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
量子分解は、量子確率と古典確率を関連付けるための基礎概念として、本研究代表者と洞（分担者）によって定
式化された。それは、グラフのスペクトル解析に量子確率論の手法を導入する動機付けとなり、直交多項式を量
子確率論の枠組みで議論するきっかけを与えたため、これまでに一定の評価を得ている。本研究では、有限系の
スペクトル解析を念頭に、多変数の確率分布を扱う理論、特に、量子分解の多変数化を軸とした新理論を拓くと
いう点で独自性が高い。さらに、漸近的スペクトル解析は、Vershik の漸近的組合せ論の一翼を担い、確率論・
量子論・表現論・組合せ論・関数解析などが出会う境界領域的色彩の強い研究課題である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 量子確率論は非可換確率論とも呼ばれ、そのルーツは量子論における古典・量子対応にある。
古典的な変数 p, q をある交換関係を満たす作用素 P, Q に置き換える手続きを量子化と言う。
与えられた状態の下で、P, Q の作る非可換代数を適当なヒルベルト空間上の作用素として表現
し、可観測量（自己共役作用素）のスペクトル分布から観測量の統計的性質を導出する。たとえ
ば、位置作用素 Q のスペクトル分布は粒子の存在確率を意味し、ボゾン系では正規分布になる。
一方、ボゾン粒子の位置作用素はボゾンフォック空間上の生成・消滅作用素 A+, A を用いてQ 
= A+ + A と表されることから、古典的な正規確率変数が非可換な作用素（実際、 [A, A+] = I ）
の和に分解される。ここに非可換構造が統計的性質を導くという量子確率の指導原理の典型を
見ることができる。 
Accardi-Bozejko (1998) は、ボゾン系など量子物理のモデルに限らず、1次元確率分布のガウ
ス化という概念を導入し、モーメントをもつすべての 1 次元分布は相互作用フォック空間の真
空期待値で実現されることを示した。この観点はHora-Obata の著書(Quantum Probability and 
Spectral Analysis of Graphs, Springer, 2007)によって整理され、対称作用素 X の量子分解 X = 
A+ + A― + Ao という概念に到達した。特に、X が古典的な確率変数であれば、右辺のフォック
表現から X の分布が再構成され、ボゾン代数とは限らない非可換代数が古典確率の文脈に現れ
るようになった。 
Vershik (ICM1994) は巨大な有限系において組合せ的論的な特徴量がどのように振舞うかを
研究するコンセプトとして漸近的組合せ論 (asymptotic combinatorics) を提案した。これに示
唆された洞（研究分担者）は、距離正則グラフの系列に対してその極限スペクトル分布を導出し
た(1998)。古典論にとどまっていた洞の議論は、Hashimoto-Obata-Tabei (1998)、Accardi-
Hashimoto-Obata (1998) によって量子確率論の立場から見直され、グラフの隣接行列の量子分
解  A = A+ + A－ + Ao  と右辺の非可換性を用いたスペクトル解析の手法が初めて導入された。
このアイデアは、Hora-Obata の一連の研究で大きく発展し、特に、成長するグラフの漸近的ス
ペクトル分布を中心極限定理の系として導出する理論が構築された。さらに、洞はヤンググラフ
上のマルコフ連鎖の量子確率解析を無限対称群の漸近的表現論に応用した。 
ブラウン運動（ウィナー過程）の量子分解は Hudson-Parthasarathy (1984) による伊藤解析
の量子的拡張にすでに現れている。今の用語では、ブラウン運動は B(t) = A+(t) + A(t) のよう
に時間軸上のボゾンフォック空間上の生成・消滅作用素を用いて量子分解される。彼らは、量子
確率微分方程式と量子伊藤公式という新しい手法を導入して散逸量子系の問題を解いた。量子
伊藤公式の本質は交換関係 [dA, dA+] = dt であり、伊藤公式 (dB)2 = dt はその帰結であるこ
とから、伊藤解析においても非可換構造が統計性を統制していることが垣間見られる。伊藤解析
は今日では無限次元解析として大きく発展しているが、特にホワイトノイズ解析は量子的拡張
と親和性がよく、Obata(1995)による量子確率過程の一般化の試みに始まって、Ji や Ouerdiane 
らとの一連の共同研究によって量子ホワイトノイズ解析として体系化された。最近では、量子ホ
ワイトノイズ解析をボゾンフォック空間上の作用素論として、場の理論への応用も議論されて
いる（Wawrzycki（2021）など）。 
 
２．研究の目的 
非可換性が統計性を導くという指導原理に則って、古典論における統計的諸問題に対して、背
後にある非可換性を抽出して非可換代数から統計的性質を導出する理論体系の構築と深化を図
る。そのためには、できるだけ普遍的なスキームを構築することが重要であり、上に述べたよう
に「量子分解」は道標の一つとして有用な概念であると考えられる。量子分解は潜在的には多く
の対象に適応可能であると考えられるが、これまでに精緻な議論ができているのは、1変量の場
合、1 変量の直積（連続無限直積の場合として量子ホワイトノイズ解析も含む）の場合である。
グラフのスペクトル解析の文脈で言い換えれば、対象とするグラフが距離正則グラフあるいは
それに近いクラスということになる。その場合、量子分解の議論は本質的に 1変数直交多項式論
に帰着され、古典解析（スチルチェス変換、連分数展開など）の成果がフルに活用できるのが強
みである。 
本研究で扱う核心的な課題は、標語的には「これまでの 1変数の議論を多変数化すること」に
ある。とりわけ、グラフなどの代数的組合せ論で扱われる有限系を題材として、（漸近的）スペ
クトル解析を軸として理論展開を目指す。結果として、多変数の確率分布（同時確率分布）を扱
う理論と多変数化された量子分解法を構築し、巨大な有限系の漸近解析に応用することが目標
となる。具体的には以下の 4課題を掲げて、派生する諸問題も取り込むこととした。 
（1）グラフの同時スペクトル分布と付随する多変数直交多項式の決定：グラフに付随する行
列（隣接行列・ラプラス行列・距離行列など）のスペクトル分布と対応する多項式の諸性質をグ
ラフ構造と関連付ける。特に、複数の行列から得られる同時スペクトル分布とその極限分布の具
体的計算を通して、量子分解の多変数化の手がかりをつかむ。同時に、対応する多変数直交多項
式を決定する。 



（2）アソシエーションスキームに付随した量子分解法の多変数化：距離正則グラフの隣接代
数の拡張として、アソシエーションスキームの隣接作用素を扱う自然な流れを構築する。付随す
るターウィリガー代数の表現を通して、多変数化された量子分解の実例を収集して、理論的枠組
みの構築に役立てる。 
（3）多変数直交多項式を特徴づける量子成分の非可換構造の抽出：多変数直交多項式に対す
るヤコビ関係式を多変数化された 3 重対角行列に対応させて、量子成分の交換関係を用いて多
次元確率分布の特徴づけと分類を行う。とりわけ、古典的な確率分布族（マイクスナー族など）
を背後にある非可換代数の特性で分類する。さらに、多次元確率分布が縮退するための条件など
を念頭に、多次元確率分布の特性を非可換構造から導出する。 
（4）量子ホワイトノイズ解析の集大成：ボゾンフォック空間上の作用素論として、量子ホワ
イトノイズ微分を用いた作用素の特徴づけ、ユニタリ性の判定条件、正規積への変換と繰込みと
の関係などの未解決問題の解決をめざす。量子ランダムウォークと呼ばれる離散量子系の連続
極限と量子ホワイトノイズの関連から新しい展開を模索する。 
 
３．研究の方法 
 本研究は数学の理論研究であるので、文献調査と関連研究者との議論が基本である。研究分担
者として、研究代表者と長年にわたる共同研究の実績をもつ洞彰人氏を加えている。同氏とは課
題（1－3）について様々な形態で意見交換と共同研究を行った。特に、洞氏の最近の成果である
無限対称群およびその拡張の表現論の成果から、2変量のスペクトル分布、2変数直交多項式の
具体例が示唆された。代数的組合せ論の気鋭の研究者である田中太初氏を分担者に加え、課題（1
－2）を中心に、代表者との共同研究を継続発展させることができた。さらに、最終年度には統
計学者の荒木由布子氏を分担者に加えて、関数データ解析で用いられる基底関数系に多変数直
交多項式を応用する試みを開始した。研究協力者として、周辺分野の研究者とは必要に応じて議
論に加わってもらうこととした。特に、齊藤公明（名城大学）・Un Cig Ji（韓国チュンブック国
立大学）・Hyun Jae Yoo（韓国ハンキョン国立大学）・Aurel Stan（オハイオ州立大学）・Edy Tri 
Baskoro（バンドン工科大学）らから専門的知識の提供を受けながら議論を進め、数編の共著論
文を執筆した。 
 
４．研究成果 
量子分解は、本研究代表者と洞（分担者）によって 2000 年頃に導入され定式化された概念で
ある。とりわけ、成長するグラフの漸近的スペクトル解析に大きな効果を発揮し、その時点での
成果をまとめた共著（2007 年）は広く知られ今に至っている。また、最近の成果をまとめたも
のが、分担執筆された書籍によって公表されている[論文⑬]。しかしながら、これまでは一変数
直交多項式論に帰着する場合について深い結果が得られてきたが、「量子分解の多変数化」は大
きな課題として残されてきた。本研究では、量子分解の多変数化に向けたいくつかのアプローチ
を課題として整理して、諸問題の解決を図るとともに、派生した課題についても積極的に取り扱
った。特に、代数的組合せ論やグラフ理論に題材を求めて、巨大有限系のスペクトル解析（ある
いは漸近的スペクトル解析）を軸として、多変数の確率分布を量子確率論の枠組みで扱う理論を
端緒につけることができた。この方向性は、Vershik の漸近的組合せ論の流れに沿ったもので、
確率論・量子論・表現論・組合せ論・関数解析などが出会う境界領域的研究としてさらなる発展
が期待される[論文⑦]。具体的な成果については以下に箇条書きで記す。 
 
（１）成長するグラフ対に付随する 2変数確率分布と 2変数直交多項式[論文③]。成長するグ
ラフの隣接行列の極限スペクトル分布の導出において、隣接行列の量子分解が極めて有効に働
くためには、対象となるグラフが距離正則グラフ（またはその近似）でなくてはならず、そのお
かげで 1変数直交多項式論が援用できるという仕組みが根本にある。この観点から、成長するグ
ラフに代えて成長するグラフ対を扱うことで、量子分解の多変数化を目指すのは自然なアイデ
アである。実際、強正則グラフG の直積とその補グラフG ’ の直積を対とした(G ⊠n, G’ ⊠n)を
扱った。隣接行列の対(An , An’)に対して中心極限定理を証明し、スケール極限分布として２変数
ポアソン分布、２変数正規分布、およびその混合分布を導出した。さらに、その混合分布に付随
する直交多項式を２変数シャリエ-エルミート多項式で記述した。ハミンググラフに対して漸近
的スペクトル分布を導出した洞(1998)の結果は、Gを完全グラフ、G ’ を空グラフとして２変数
の場合の特別なものとして再現される。 
 
（２）古典的パラメータをもつ距離正則グラフに対する極限分布の導出[論文⑤]。Hora-
Obata(2007)において成長する距離正則グラフに対して中心極限定理を証明したが、具体的な極
限分布は、ハミンググラフ・ジョンソングラフ・オッドグラフなどいくつかの例に対して知られ
ているにとどまっていた。本論文では、古典パラメータをもつ距離正則グラフに対して、ギブス
状態（変形された真空状態）における極限分布を扱った。そのような距離正則グラフに対しては、
隣接代数が 3個のパラメータ q, ,  とグラフ直径 d によって記述され、ギブス状態のパラ
メータ t とともにパラメータ間のスケーリングバランスに多様性がある。この困難を乗り
越えて、一般の場合について、極限分布を q-超幾何級数で表示することに成功した。具体
例として、グラスマングラフの極限分布を 21 関数で記述して、洞(1998)が得たジョンソ



ングラフに関する結果を一般化した。さらに、双対ポーラーグラフ・ヘンメータグラフ・ウ
スチメントグラフほかについても極限分布を具体的に求めた。この結果は１変数の場合で
あるが、多変数化に向けた具体的な材料となるものである。 
 
（３）多変数確率分布の台とヤコビ係数の欠損ランク[論文①]。１変数直交多項式に対するヤ
コビの３項間漸化式は、係数を行列とすることで多変数の場合に直接拡張される。そこでは、座
標関数による掛け算作用素（多変数多項式 P(x1, x2, …, xn) に xi を乗ずる演算）は自然に量子
分解され、x i  = ai+ + ai0 + ai― のように生成・保存・消滅作用素の和となる。ただし、これら
の量子成分はフォック空間の各階層に制限したときに行列となり、スカラーに過ぎなかった１
変数の場合に比べて複雑な様相を示す。座標関数による掛け算作用素の可換性のために、それら
量子成分はある種の交換関係を満たすが、逆に、そのような交換関係を満たす作用素からフォッ
ク表現を構成して多変数確率分布の存在が示された。これは、ファヴァードの定理として知られ
ている１変数の場合の多変数版とみなされる。さらに、量子成分に対して欠損ランクという概念
を導入して、多変量確率分布に対して、欠損が生じることとその分布の台が低次元の代数多様体
の上にあることの同値性を証明した。これは多変数確率分布の台と量子成分を関連付ける結果
として初めてのものであるが、より一般に、多変数確率分布の特徴を量子成分の代数的性質で記
述する方向の研究は未開拓で興味深いものとして残された。 
 
（４）マイクスナー族の量子成分[論文⑫]。（３）で述べたように、多変数確率分布に付随す
る多変数直交多項式は、その量子成分の満たす交換関係によって特徴づけられる。本論文では、
3個の量子成分（生成・保存・消滅作用素）に代わり、2個の半量子作用素U i = a i － + ai0/2 と  
V i = a i + + ai0/2 を新たに導入して、多変数直交多項式の特徴づけを論じた。これによって、交
換関係式の個数が節約されるというメリットがある。特に、1変数確率分布として古典的である
マイクスナー族（ヤコビ係数が αn = αn + α0とωn = n 2 + (t －β)n のように与えられる 1
変数確率分布の族）について半量子成分の交換関係によって、古典的な分類（正規分布・ポアソ
ン分布・ガンマ分布・負の二項分布・双曲分布・二項分布）を再現できることを示した。この議
論を多変数化は、「量子分解の多変数化」への有望なアプローチであり継続研究中である。 
 
（５）グラフのQ行列の正定値性 [論文⑩] グラフの距離行列 D =[d (x,y)] の成分ごとの
指数関数 Q = [q d (x,y)] をグラフのQ行列と呼び、隣接代数のギブス状態（変形された真空状態）
の定義に必要である。その際に、Q行列の正定値性は重要であり、Q行列がすべての q ∈[0,1]
に対して正定値になることと D が条件付き負定値であることは同値な条件であることが知ら
れている（シェンベルグの定理）。さらに、この条件はグラフG がユークリッド空間に 2次埋込
可能である（つまり、グラフGのユークリッド空間への埋込写像 x → xで、‖xy‖2 
= d (x, y) を満たすようなものが存在する）ことと同値である。これまでに、Q行列が正定値に
なるような q の領域について、グラフ G の何らかの特徴を反映するものとして研究を積み上
げてきたが、同時にその困難さも明らかになっていた。この観点から、Q行列がすべての q ∈
[－1,1]に対して正定値になるようなグラフGは興味があるが、超立方体への埋込み可能性を用
いた特徴づけが得られたことで新しい展開につながるものとして期待できる。 
 
（６）グラフの 2 次埋込定数 [論文②④⑥⑧⑨⑪]（５）で述べたように、距離行列 D が条
件付き負定値になるようなグラフ Gに興味がある。そこで、グラフGの 2 次埋込定数（QE定
数）QEC(G)が 2 次形式〈f, Df 〉の条件 〈f, f 〉= 1 と〈1, f 〉= 0 の下での最大値として導
入された[Obata-Zakiyyah (2018)]。これを用いると、D が条件付き負定値であることとQEC(G)
≦0 が同値になる。一方、QEC(G)はグラフ不変量であるから、QE定数を用いたグラフの分類
論が新しい課題として現れてきた。グラフの星型積 G 1*G 2のQE定数に関する公式は困難であ
るが有用な不等式を得た[論文②]。その結果、パス Pn の QE 定数が単調増加数列になるので、
それに沿ってグラフを分類することを試みて、QEC(G)<-1/2 となるグラフ G の特徴づけに迫
った[論文④⑪]。また、グラフジョイン G 1+G 2の QE 定数に関する公式を得た[論文⑥]。QE
定数の幾何学的な意味として、グラフG がユークリッド空間に 2次埋込可能であるための必要
十分条件がQEC(G)≦0 であることは注目に値する。頂点数が 6以下のすべてのグラフを、2次
埋込可能、2 次埋込不可能、2 次埋込不可能かつ素であるものに完全に分類した[論文⑧]。その
過程で、完全多部グラフのうち 2次埋込不可能かつ素なものを決定した[論文⑨]。 
 
本研究は 2019～2022 年度の 4 年計画であった。しかしながら、2020 年 2 月頃に出現した新
型コロナウイルス感染症の影響が全世界に及び、大学の管理運営およびオンライン教育に係る
業務が激増したため、十分な研究時間の確保が困難になった。さらに、海外渡航の制限から、本
研究のコアとして位置付けていた国際共同研究も停滞せざるを得ない状況に陥った。繰越制度
を利用して、2023 年度まで研究期間を延長したがようやく海外への渡航も含めて通常の研究活
動に戻ることができたのは 2022 年度後半からであった。このような状況のため、国際共同研究
遂行が限定的になり、特に量子ホワイトノイズ解析に関しては研究が停滞したことは残念であ
る。一方、インドネシアやポーランドの研究者とともにグラフの 2次埋込定数に関する共同研究
が進展したことで、研究の幅が広がり新しい方向性が生まれてきたと言える。 
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