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研究成果の概要（和文）：アハロノフ・ボーム磁束の挿入という思考実験に基づいて周波数和則とコーン公式を
統一的に導出し、これらを非線形伝導に拡張した。すなわち、n次の非線形伝導度の全周波数積分は、ハミルト
ニアンのベクトルポテンシャルによるn+1階微分の期待値であらわされる。また、n次の非線形ドルーデ重みは、
エネルギー固有値のn+1階微分であらわされる。非線形ドルーデ重みは場合によって発散するが、この発散は、
コーン公式では断熱極限を熱力学的極限の前に取ることに起因することを解明した。バルクの輸送特性は、断熱
極限を熱力学的極限の後に取った「バルク・ドルーデ重み」で特徴づけられる。

研究成果の概要（英文）：Based on a thought experiment of inserting an Aharonov-Bohm flux, we derived
 the frequency sum rule and Kohn's formula in a unified manner and extended them to nonlinear 
conduction. Specifically, the total frequency integral of the n-th order nonlinear conductivity is 
expressed as the expectation value of the (n+1)-th derivative of the Hamiltonian with respect to the
 vector potential. On the other hand, the n-th order nonlinear Drude weight is represented by the (n
+1)-th derivative of the energy eigenvalues. The nonlinear Drude weight is found to diverge in some 
cases, we clarified that this divergence arises because Kohn's formula takes the adiabatic limit 
before the thermodynamic limit. The bulk transport properties are characterized by the "bulk Drude 
weight," which is defined by taking the adiabatic limit after the thermodynamic limit.

研究分野： 物性理論・統計力学

キーワード： 非線形伝導度　ドルーデ重み　周波数和則　電気分極　多重極分極　ゲージ対称性　共形場理論　有限
サイズスケーリング

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
電気伝導度は、物質を特徴づける非常に基本的な量である。また、非線形応答、特に非線形伝導は、近年の実験
技術の進歩もあり、その重要性がますます増大している。本研究によって、非線形伝導度に関する普遍的な２種
類の表式、すなわち（非線形）周波数和則と（非線形）コーン公式を、思考実験に基づく議論によって統一的に
導くことができた。これは、今後の非線形伝導の研究において重要な手がかりになると考えられる。可積分系に
おける非線形コーン公式の厳密な評価をきっかけに、バルクの輸送特性は断熱極限を後で取った「バルク・ドル
ーデ重み」で与えられるが、これはコーン公式の与える量と一致しない場合があることを明確にした。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
電気分極は、物質を特徴づける基本的な量であり、ベリー位相による公式や、捻り演算子の期

待値を用いたレスタ公式などが知られている。しかし、これらの異なる定式化の間の関係や、そ
れぞれの物理的な意味づけには最近まで不明な点が多かった。また、これらの定式化の四重極な
どの多重極分極への拡張には更なる混乱が見られた。特に、レスタ公式の多重極分極への拡張は、
原点の取り方に依存するなど病的な特性が見出された。 
研究代表者らは、近年、電気分極に電場の断熱的な印可に対する系の応答という物理的な解釈

を与えた。1 次元のギャップ系など、場合によっては電場の瞬間的な印可も断熱的な印可と本質
的に同じ応答を示す。このとき、電場の瞬間的な印可に対する系の応答によって電気分極を与え
るものがレスタ公式に他ならない。 
 しかし、このような新たな観点からの電気分極や物質の電磁応答に関する理論的枠組みは未
開拓であった。研究代表者らは、これまでにもアハロノフ・ボーム(AB)磁束の断熱挿入とゲージ
不変性を組み合わせて量子多体系に対する数々の普遍的な制約を導いた。しかし、それらの研究
では主に系の運動量変化を考察の対象としており、電磁応答の観点からの検討は行われていな
かった。 
 
２．研究の目的 
 リング状の系への AB 磁束の挿入によって、一様な電場の印可を引き起こすことができる。こ
のときの系の電磁応答、特に電場により誘起される電流に着目し、量子多体系の新たな普遍的法
則を見出す。 
思考実験の概念図: AB 磁束Φの増加により、系に電場を印可する。このときに生じる電流は、
電場に対する応答として線形および非線形伝導度によって決定される。 
 

３．研究の方法 
 AB 磁束（すなわち、系内のある方向のベクトルポテンシャル）を時間の関数として増加させ
ることを考える。電流演算子は、ハミルトニアンのベクトルポテンシャルによる微分で与えられ
る。ベクトルポテンシャルは時間の増加関数なので、電流とハミルトニアンの時間微分を結びつ
けることができる。これを積分すると、電流の時間積分がハミルトニアンの期待値、すなわちエ
ネルギーの増加と結びつく。電流を電場に対する応答（伝導度）によって表現することで、伝導
度とエネルギー増加の間の恒等式を導くことができる。 
この議論は AB 磁束の任意の増加速度について成り立つが、特に AB 磁束の瞬間的な増加を考

えると、電場に対する瞬間的な電流応答を検出できる。瞬間的な電流応答は、フーリエ変換して
周波数空間に移ると、伝導度の全周波数積分に対応する。このようにして、伝導度の周波数積分
がハミルトニアンの 2 階微分の期待値に等しいことを示すことができるが、これは線形伝導度
についてはよく知られた周波数和則(f-sum rule)に他ならない。一方、本研究の手法は、非線形
伝導にもただちに拡張することができる。 
 一方で、AB 磁束の断熱的な（無限に遅い）増加を考えると、電場の印可から無限に長い時間
後に残る電流応答を検出できる。これは完全導体を特徴づけるドルーデ重みに対応する。このよ
うにして、線形伝導度についてのドルーデ重みが、エネルギー固有値のベクトルポテンシャルに
よる 2 階微分で与えられることを示すことができる。これは再びよく知られたコーン公式に他
ならないが、本研究の手法は非線形伝導度についてのドルーデ重みにもただちに拡張すること
ができる。 
  
 



 
４．研究成果 

AB 磁束の挿入という思考実験に基づいて周波数和則とコーン公式を統一的に導出し、これら
を非線形伝導に拡張することに成功した。すなわち、n 次の非線形伝導度の全周波数積分は、ハ
ミルトニアンのベクトルポテンシャルによる n+1 階微分の期待値であらわされる。また、n 次
の非線形ドルーデ重みは、エネルギー固有値の n+1 階微分であらわされる。 
タイトバインディング模型について、非線形伝導度の全周波数積分とドルーデ重みを数値的

に求め、本研究で導いた公式が成立することを確認した。 
一般次数の周波数和則 [H. Watanabe and M. Oshikawa, Phys. Rev. B 102, 165137 (2020)] 

一般の次数のコーン公式 [同上] 
 

 
S=1/2 XXZ 鎖については、その可積分性を活用して、非線形コーン公式に基づき 3 次の非線

形ドルーデ重みの厳密な解析的表式を得ることができた。ただし、この 3 次の非線形ドルーデ
重みは、XXZ 鎖の異方性パラメータのある領域で発散する。（我々の研究に引き続き、谷川らに
よってより高次の非線形ドルーデ重みの厳密解が求められ、より広い領域での発散が見出され
た。[Y. Tanikawa, K. Takasan, and H. Katsura, Phys. Rev. B 103, L201120 (2021)]）  
非線形ドルーデ重みの発散の原因を解明するため、1 次元タイトバインディング模型に不純物

ポテンシャルを導入した模型について非線形ドルーデ重みを計算した。その結果、非線形コーン
公式で求めた非線形ドルーデ重みには不純物由来の発散が生じることを明らかにした。[K. 
Takasan, M. Oshikawa, and H. Watanabe, Phys. Rev. B 107, 075141 (2023)]コーン公式では
断熱極限を熱力学的極限よりも先に取ったことになるが、断熱極限を熱力学的極限の後で取る
ことにより、発散が除去されて不純物によらないドルーデ重みが得られることがわかった。これ
は、一般に、バルクの弾道的輸送特性を特徴づけるドルーデ重みは、断熱極限を熱力学的極限の
後で取ったもので与えられることを示唆する。これを「バルク・ドルーデ重み」と呼び、コーン
公式により得られる「コーン・ドルーデ重み」と区別することを提案した。両者は一致する場合
もあるが、必ずしも一致するとは限らない。非線形（コーン・）ドルーデ重みが発散する場合は、
この極限の取り方に原因があると考えられる。 
また、電気分極に関するレスタ公式を、瞬間的な電場の印可に対する系の応答という点から捉

えなおした。レスタ公式は、瞬間的な電場の印可後の状態と、元の状態の内積を取ることにより、
電場の印可による状態の位相変化を検出するものと解釈できる。この位相変化は、系の電気分極
に比例しているので、位相変化から電気分極を求められるわけである。ただし、瞬間的な電場の
印可後の状態は、一般に元の状態と異なるので、内積（分極振幅）の大きさは 1 より小さくな
る。特に、高次元系やギャップレス系ではこの内積は熱力学的極限でゼロに近づくため、その位
相の意味づけは微妙になる。別の言い方をすると、レスタ公式では電気分極が量子数と対応付け
られているわけではない。 
本研究では、空間反転に対して対称な系について、新たな定式化によってこの問題点を解消し

た。[Y. Tada and M. Oshikawa, Phys. Rev. B 108, 235150 (2023)]すなわち、ゼロでない背景ベ
クトルポテンシャルのある初期状態に対して瞬間的な電場を印可し、続けて空間反転を行う合
成操作を考えた。このとき、合成操作をあらわすユニタリ演算子はハミルトニアンと可換であり、
その固有値（量子数）から位相を決めることができる。ただし、この位相は、電気分極に由来す
るものと、空間反転に対する応答の両者を含む。そこで、ベクトルポテンシャルがない場合のパ
リティ固有値を差し引くことで、電気分極を取り出すことができる。この改良されたレスタ公式
は量子数に基づくため、数値的な安定性が高い。さらに、この方針を、回転不変性を持つ 2 次元
系の四重極分極に適用し、やはり量子数によって四重極分極を求める、改良されたレスタ型公式
を得た。この改良された公式では、既存の一般化に見られた病的な性質のいくつかが除去されて
いる。 
以上の他にも、物性理論・統計力学の基礎的な問題について多くの成果をあげ論文を出版した。 
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