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研究成果の概要（和文）：今回の研究課題『有限群の線形表現と森ファイバー空間内の有限群に関する同変シリ
ンダーの存在性』の研究期間中には，最も典型的なシリンダーであるアフィン空間の，森ファイバー空間への，
同変及び非同変な埋め込みについて，海外の研究者との共同研究を通して幾つかの重要な結果を得ることができ
た．同変なケースについては，より一般に考える体も代数閉体とは限らない標数ゼロの一般の体での結果を得る
ことができた．一方，非同変なケースについては，標数ゼロの代数閉体上で考えるが，線形束を巧みに用いるこ
とにより，曲線上の森ファイバー空間にアフィン空間を埋め込む系統的な手法を開発することに成功した．

研究成果の概要（英文）：The research project entitled "Representation of finite groups and its 
application for the study on existence of equivariant cylinders in Mori Fiber Spaces" are devoted 
mainly to the construction and a classification of equivariant, or non-equivariant completions of 
the affine spaces, with several international collaborations. As for equivariant case, we can deal 
with Del Pezzo varieties defined over a field of characteristic zero, which is not necessarily 
algebraically closed. On the other hand, as for non-equivariant case, certainly we have to work over
 an algebraically closed field by some technical reason, we succeed into a development of a 
systematic way in order to construct completions of the affine spaces into Mori fiber spaces over 
curves. 
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研究成果の学術的意義や社会的意義
今回の研究課題は，純粋数学に関することであるので，直接的な社会的意義は希薄かもしれないが，学術的意義
は大きい．ある種のアフィン代数多様体の自己同型群に含まれるユニポテント代数群の存在は，対応する射影多
様体に含まれるシリンダーの存在に翻訳される．しかし一般に与えられた射影多様体内のシリンダーが存在する
かどうかを観察するのは，高次元の場合は困難である．今回の研究結果は，森ファイバー空間構造由来のシリン
ダーが存在するかどうかを，その生成ファイバーの振る舞いから判定できるという意味で，高次元の射影多様体
のシリンダー性を，低次元のシリンダー性に帰着できるという利点があるのは特筆すべきである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
研究課題『有限群の線形表現と森ファイバー空間内の有限群に関する同変シリンダーの存在性』
の研究が開始した段階では、3次元以上のアフィン空間の森ファイバー空間への埋め込みについ
ては，古島らによる非特異でピカール数が１の３次元 Fano多様体の場合に分類が完成していた
が，次元が大きくなったり，または底空間の次元が１以上の森ファイバー空間への埋め込みは，
殆ど知られていなかった．また，先述した古島の分類結果を考慮すると，Fano多様体が単にア
フィン空間を開集合として含んでいるというここと，アフィン空間の平行移動によるユニポテ
ント代数群作用が，Fano 多様体全体に延長される(つまり同変な埋め込み)ケースは非常に限定
的であることが想像出来るが，具体的には殆ど理解されていなかった． 
 
 
２．研究の目的 
今回の研究課題『有限群の線形表現と森ファイバー空間内の有限群に関する同変シリンダーの
存在性』では，主に次に述べる３つの目的があった． 
 
1) 底空間が正の次元の森ファイバー空間への、シリンダー，より限定的にアフィン空間の(非同
変な)埋め込みを構成する，系統的な手法を開発する． 

 
2) 代数閉体とは限らない標数ゼロの一般の体上に定義されているFano多様体が，シリンダー，
特にアフィン空間を含んでいるかどうかを観察する． 

 
3) 2)をさらに推し進めて，2)の Fano多様体がアフィン空間の同変埋め込みになっているかど
うかを観察する． 

 
2),3)の類の問題の意義を，1)の問題に関連させて述べる．底空間が正の次元の森ファイバー空間
が与えられたとき，その生成ファイバーを考える．この生成ファイバーは，底空間の関数体上に
定義されている Fano 多様体であるが，それは代数閉体ではない。詰まり 2), 3)で対象となる
Fano多様体になっている．もしこの生成ファイバーである Fano多様体がシリンダーを含めば，
もともと与えられた森ファイバー空間の全空間も同様にシリンダーを含むことが知られている．
従って 2),3)の問題に対して明示的な回答が与えられれば，1)の問題の部分的な回答にはなって
いる． 
 
 
３．研究の方法 
1)と 2),3)の問題は動機としては上述した通りで繋がりはあるが，使用するテクニックの性質は
異なる．実際 1)の問題は代数閉体上の話であるので，いわゆる通常の代数幾何学の手法(交点理
論，森理論 etc)が適用できる．しかし 2), 3)は考えている体は一般の標数ゼロの体というだけ
であるので，1)と同じような議論・考察はそのままでは適用できない．以下では 1)と 2),3)のそ
れぞれについて，研究の方法について概略を述べる: 
 
1) の問題については，スローガンは「ある種の線形束からスタートして，基底点の解消，極小
モデル理論を経由することにより森ファイバー内にアフィン空間を実現する」ということで
ある．一般に線形束が与えられたとき，その基底点解消はいつでも存在することは良く知ら
れているが，しかしながら明示的にその基底点解消を記述することは高次元の場合には非常
に困難である．２次元迄の話と違い，３次元以上ではこの種の困難点が多く発生する。我々
の場合であっても全ての線形束の明示的な基底点解消は無謀であるが，ある種の性質を満た
す線形束に対しては，明示的に基底点を解消するテクニックを編み出した．技術的になるの
で詳細は避けるが，大雑把に述べると，ピカール群の豊富生成元の何倍かを１つメンバーと
して含み，また他のメンバーでその豊富生成元に沿って高々マイルドな特異点を持っている
ような線形束の場合には，基底点解消が明示的に記述できる．その後に必要な考察は，基底
点解消後に得られる射に相対的に極小モデルプログラムを実行する際に，豊富生成元の補集
合の部分がどのように変化していくのかを，注意深く観察することである．この部分につい
ては，高次元双有理幾何学の諸結果を随所で適用する必要があるが，我々が注目しているあ
る種の性質を満たす線形束である場合には，豊富生成元の補集合は極小モデルプログラムを
経由しても保たれることが分かった．これら考察の系として，アフィン空間を森ファイバー
空間に埋め込む系統的な方法が得られた． 

 
2),3)	の問題については，問題の趣は 1)とは大きく異なる．Fano 多様体が定義されている体は
代数閉体とは限らない一般の標数ゼロの体であるので，代数閉体の場合に自然になり立ってい



た幾何学的な議論がそのままでは適用できない場合が多い．例えばその体上に定義された有理
点が存在するとは限らなくなる．もっと言えば，代数閉体に基底変換を施せば同型になるような
Fano 多様体であっても，小さい体上では同型でない場合は茶飯事である．この様な状況を踏ま
えた上で，我々は次元が３以上の del	Pezzo多様体のフォームと，それがどういう場合にはアフ
ィン空間の埋め込み，更には同変埋め込みになっているのかについて考察をした．先述した通り，
代数閉体上とは限らないので通常の代数幾何学の議論をそのままでは適用できないが，代数閉
包に基底変換をした上で，対応するガロア群作用の軌道を注意深く観察することで，言い換える
ならば，代数閉体上の代数幾何学にガロア群の作用をプラスして考えることにより，我々は次元
が３以上の次数５の del	Pezzo多様体に対して，完全な回答を与えることに成功した． 
 
 
４．研究成果 
1)の問題については，「３. 研究の方法」の項目で得られた結果の要旨は述べているので，ここ
では 2), 3)に関連した結果を述べる．３次元以上の次数５の del Pezzo 多様体のフォームを考
える．このとき: 
 
 次元が３である場合，任意のフォームは A2-シリンダーを含む．さらに A3を含む必要十分条
件も与えることに成功した．結果的に，次元が３である場合にはフォームは P1のフォームと同
じ数だけ存在するが，A3を含むのはただ１つだけである． 
 
 次元が４,５,６である場合には，フォームは自明なものしか存在しない．しかもそれは，同じ
次元のアフィン空間の同変な埋め込みになっている． 
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