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研究成果の概要（和文）：(1) C.Lenart氏と内藤聡氏との共同研究で，任意の整ウェイトについての Chevalley
 型の展開公式を与えた. (2) 河野隆史氏，内藤氏, D.Orr氏との共同研究で，simply-laced なリー代数の一般
の minuscule ウェイトに対する逆 Chevallery 公式を証明した. さらに, Lenart 氏, 内藤氏, Orr 氏との共同
研究で, これを一般の整ウェイトの場合に拡張した. (3) 内藤聡氏との共同研究で，量子 Grothendieck 多項式
の Pieri 型の公式を証明した. 

研究成果の概要（英文）：(1) In a joint work with C.Lenart and S.Naito, we gave a Chevalley type 
formula for arbitrary integral weight. (2) In a joint work with T.Kouno, S.Naito, and D.Orr, we gave
 an inverse Chevalley type formula for a general minuscule weight of a simply-laced simple Lie 
algebra. Then, in a joint work with C. Lenart, S.Naito, and D.Orr, we generalized the inverse 
Chevalley type formula to the case of a general integral weight. (3) In a joint work with S.Naito, 
we gave a Pieri type formula of quantum Grothendieck polynomials. 

研究分野：リー代数，量子群の組み合わせ論的表現論

キーワード： 量子アフィン代数　結晶基底　エクストリーマル・ウェイト加群　半無限LSパス　量子LSパス　Demazur
e加群　量子alcove模型　量子 Grothendieck 多項式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
結合代数とそれの「良い」基底が与えられたときに，その基底に関する構造定数を決定するという問題が最も基
本的で重要な問題である．「研究成果の概要」で述べた各公式は，半無限旗多様体のK群や，旗多様体の量子K群
における構造定数を決定しており，その重要性は明らかである．実際に，科研費 23K03045 において，これらの
公式を応用した研究をすでに始めている．また，量子 Grothendieck 多項式の Pieri 型の公式については，対
称群と多項式という比較的易しいものを用いて記述されている．高校生や大学１年生などに解説して，数学に興
味を持ってもらうきっかけになれば良いと考える．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
エクストリーマル・ウェイト（EW）加群は，可積分最高ウェイト加群の自然な一般化として
柏原正樹 （1994） によって導入された，量子群（量子普遍展開環）U=U（q）上の可積分な加
群である; 柏原（1994）は，EW加群が結晶基底と呼ばれる「量子群のパラメータ q が 0 のと
きの基底」を持つことも証明している．その後，柏原（2002）は，量子アフィン代数上の ”レベ
ル・ゼロ” EW加群とその結晶基底を詳細に調べ，レベル・ゼロ基本ウェイトに付随した EW加
群の商加群として Kirillov-Reshetikhin（KR）加群と呼ばれる（次数作用素抜きの）量子アフ
ィン代数 A=A(q) 上の有限次元既約加群が得られること，および，KR 加群の結晶基底が EW
加群の結晶基底から誘導されることを証明した．KR 加群は単に表現論だけではなく，可解格子
模型における X=M 予想，箙多様体，旗多様体の量子 K-理論，Macdonald 多項式，q-Whittaker 
関数など，数理物理学，幾何学，組み合わせ論とも密接に関係している．それに伴い，EW加群
にも，柏原による発見以降，現在に至るまで，多くの研究者が注目している． 
 ここからは，量子アフィン代数 A=A(q) のレベル・ゼロ EW加群のみを考える．EW加群の
構造を組合せ論的に調べる方法の 1 つとして，結晶基底の構造を調べる方法があるが，そのた
めには結晶基底がより組み合わせ論的なものを用いて実現されている必要がある．研究代表者
は，石井基裕氏，内藤聡氏との共同研究（2016）で，半無限 Bruhat 順序（≒ Lusztig のジェ
ネリック Bruhat 順序）を用いて半無限 Lakshmibai-Seshadri（LS）パスを新たに導入し，そ
れらのなす集合（正確にはクリスタル）が EW加群の結晶基底を実現していることを証明した． 
さて，B=B(q) を A =A(q) の「負の部分」（もしくは「下三角部分」）とする．本研究の主な研
究対象の 1つである EW加群における Demazure 加群とは，アフィン・ワイル群の各元 xに
対して，対応する EWベクトル v(x) で生成される B -加群 Bv(x) のことである; 柏原 （2005） 
により，EW 加群の結晶基底の部分集合で，Demazure 加群の結晶基底になるものの存在が証
明されている．私は，内藤氏との共同研究で，この Demazure 加群の結晶基底を実現する半無
限 LSパスのなすクリスタルの部分集合を具体的に記述した． 

Demazure 加群を考える理由の 1 つは，その次数付き指標（graded character）を定義でき
ることである．内藤氏や C.Lenart 氏，A.Schilling 氏，M．Shimozono 氏らとのいくつかの共
同研究によって，Demazure 加群やその商加群の次数付き指標と Macdonald 多項式の特殊化
との関係を示した．また，加藤周氏，内藤氏との共同研究（2020）で，Chevalley 型の公式を証
明した．これは，λとμをレベル・ゼロ優整ウェイトとしたとき，λ＋μを通る Weyl群軌道の
元を EW とする Demazure 加群の次数付き指標を，λを通る Weyl 群軌道の元を EW とする
Demazure 加群の次数付き指標の（一般には無限和の）Z[P][1/q]-線形結合で表す公式であり，
上述の半無限 LS パスを用いて記述される．ここで，Z は整数全体の集合，P は整ウェイト格
子，q は変数である．さらにμが反優整ウェイトの場合にも Chevalley 型の公式を与えている
（D.Orr氏，内藤氏との共同研究（2021））． 
 次に本研究の幾何学的背景を述べる．G を連結かつ単連結な単純代数群とする．量子アフィ
ン代数 A=A(q)は G のリー代数の（ねじれのない）アフィン化に付随するものとする．加藤氏，
内藤氏との共同研究（2020）において，半無限旗多様体 Q = Q(e) （eはアフィン・ワイル群の
単位元）および半無限 Schubert 多様体 Q(x)を導入し，岩堀部分群 Iに関する同変 K-群 K’(Q) 
の定義を与えた．そして，上述の Chevalley 型公式の幾何的応用として，K’(Q)における 
Chevalley 型公式を与えた．すなわち，[μ] をレベル・ゼロ優整（または，反優整）ウェイトμ
に付随した Q 上の線束のクラス，[x] を半無限 Schubert 多様体 Q(y)の構造層のクラスとし
たとき，テンソル積 [μ]・[x]を半無限 Schubert 多様体の構造層のクラスの（一般には無限和
の）Z[P][1/q]-線形結合で表す公式を与えた．さらに，その応用として，単純鏡映 s とアフィン・
ワイル群の元 x に対して，積 [s]・[x] の展開公式を与えた． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は,「半無限 LS パスを用いて EW 加群における Demazure 加群の構造を組み合
わせ論的に研究し，その応用として，半無限旗多様体の同変 K-群，旗多様体の同変 (小) 量子 
K-群,アフィン・グラスマン多様体の同変 K-群に関する種々の問題にアプローチする」ことにあ
る．より具体的には，背景で述べたことから自然に発生する以下の問題を扱う． 
 
問題１．Demazure 加群の次数付き指標に関する Chevalley 公式をμが一般の整ウェイトの場
合に拡張せよ． 
 
問題２．一般のアフィン・ワイル群の元 x,y について，積 [y]・[x] の展開公式を与えよ． 
 
問題３．これらの公式や半無限 LS パスを用いて，半無限旗多様体の同変 K-群と密接な関係の
ある旗多様体の同変 （小） 量子 K-群やアフィン・グラスマン多様体の同変 K-群に関する様々



な予想を解決できないだろうか？例えば，旗多様体の量子 K-群における量子 Bruhat 作用素を
用いた Chevalley 公式に関する予想 （Lenart-Postnikov 2007）や，（問題２とも関連するが） 
量子 Grothendieck 多項式に関する Pieri型の公式（Lenart-Maeno 2006; 量子 Grothendieck
多項式の積を量子 Grothendieck 多項式の線形結合で展開する公式）の証明などである． 
 
３．研究の方法 
 
もちろん，Weyl 群や対称群に関する様々な定理も駆使するが，特に強調したいのは半無限 LS 
パスを用いる点である．半無限 LS パスは単に組み合わせ論的対象というだけではなく，EW 加
群や Demazure 加群の表現論的な性質を強く反映している．上述の加藤氏，内藤氏との共同研究
では，この構造に注目して半無限標準単項式理論を新たに導入し，Chevalley 型の公式を証明し
た．このように半無限 LS パスのもつクリスタル構造は強力な武器であるのだが，この構造に
注目した研究は未だ十分にはされていない. 
 なお，半無限 LS パスや半無限 Bruhat 順序の計算では，必要に応じて，Sage (フリーソフ
ト)を用いることも考えている．多くの計算結果を基に予想をたて，それを証明する． 
 
４．研究成果 
 
(2019 年度) C.Lenart 氏と内藤聡氏との共同研究で，任意の整ウェイトμについての Chevalley
型の展開公式を証明した．また，その応用として，任意の整ウェイトについて [μ]・[x] (x は
アフィン・ワイル群の元)の組み合わせ論的な展開公式が得られた． 
 
(2020 年度) Lenart 氏と内藤氏との共同研究で，Lenart と Postnikov (2007) によって予想さ
れた「旗多様体の量子 K-群における，量子 Bruhat 作用素を用いた Chevalley 型の公式」を証
明した．また，河野隆史氏，Orr 氏，内藤氏との共同研究で，simply-laced なリー代数の minuscule 
ウェイトに関する逆 Chevalley 公式を証明した． 
 
(2021 年度) Lenart 氏，内藤氏，Orr 氏との共同研究で，上記の逆 Chevalley 公式を一般の整
ウェイトの場合に拡張した． 
 
(2022 年度) 内藤氏との共同研究で，ある巡回置換に対応する量子 Grothendieck 多項式と，一
般の元に対応する量子 Grothendieck 多項式の積を,量子 Grothendieck 多項式の線形結合で展
開する (Pieri 鎖を用いた) 組み合わせ論的な公式を証明した．この公式は Lenart 氏と前野俊
昭氏の共同研究 (2006) によって予想され，長年未解決だったものである． 
 
(2023 年度；期間延長) 2022 年度に証明した量子 Grothendieck 多項式に関する Pieri 型の公
式の同変版に関する研究を行い，いくつかの新たな予想をたてた．また，前野氏，内藤氏との共
同研究で，ワイル群の最長元に関する半無限 Schubert 多様体の構造層のクラスを，基本ウェイ
トのワイル群軌道に含まれる整ウェイトに付随する線束のクラスの Z[P] -線形結合で展開する
公式を得た． 
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