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研究成果の概要（和文）：研究代表者は, Hilbert-Kunz重複度による正則局所環の特徴づけや正則でないCM局所
環の下限に関する予想を研究してきた。本研究では, ２次元CM局所環の極大イデアルに対して知られている, HK
重複度と通常の重複度に関する不等式を高次元化し, より一般の準素イデアルの場合に拡張することに成功し
た。また, 応用として F-符号に関する新しい不等式を提供した。この研究成果は，渡辺氏（日本大），中嶋氏
（京都産業大）らとの共同研究の成果として投稿した。他方, 渡辺氏（日本大），奥間氏（山形大）と共に幾何
的イデアル(幾何種数イデアル, 楕円型イデアル)の概念を導入し, その特徴づけを与えた。

研究成果の概要（英文）：We have investigated the lower bound problem on Hilbert-Kunz multiplicities,
 and gave a characterization of regular local rings in terms of HK multiplicity, and posed a 
conjecture on lower bound for HK multiplicities for singular Cohen-Macaulay local rings, which is an
 open question. In this research, we generalized an inequality with respect to the HK multiplicity 
and the usual multiplicity of the maximal ideal in 2-dimesnional Cohen-Macaulay local rings to the 
case of any m-primary ideals in any dimensional Cohen-Macaulay local rings, and posed a new 
conjecture on F-signatures as an application. Furthermore, we submitted a research paper as a joint 
work with Kei-ichi Watanabe (Nihon Univ.), Yusuke Nakajima（Kyoto Sangyo Univ.) et.al. 
On the other hand, we introduced the notion of geometric ideals (pg-ideal, elliptic ideal) and gave 
a characterization of those ideals as a joint work with Kei-ichi Watanabe (Nihon Univ.)and Tomohiro 
Okuma (Yamagata Univ.).  

研究分野： 可換環論

キーワード： Hilbert-Kunz 重複度　幾何種数イデアル　楕円型イデアル　有理特異点　整閉イデアル
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研究成果の学術的意義や社会的意義
HK重複度の概念は, 研究代表者が渡辺敬一氏と共に2000年頃から研究した概念であり, 我々が提供した予想は６
次元以下の場合と完全交叉の場合以外は未解決である。この問題は HK重複度が「特異点の良さ」を表す指標と
なることを示しており，正標数の特異点の研究における重要な研究対象を提供し続けている。特に，本研究にお
ける我々の成果は高次元では不十分な成果であり，今後の発展が期待される。
一方，幾何的イデアルの研究は有理特異点における整閉イデアルの理論を，２次元一般の正規特異点において展
開することを可能にするものとして興味深い。また，研究対象として, 正規還元種数と正規正接錐の重要性を示
唆している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 

研究代表者は渡辺敬一氏と共に 2000 年頃から Hilbert-Kunz 重複度を研究してきた。最初の
成果は, Hilbert-Kunz 重複度１をもつ清純な局所環は正則局所環であるという定理であり，この
定理は Kunz の定理の極限版とみなすことができる。また, 正標数に限れば永田の定理として
知られる定理を強めた結果でもある。この結果から，特異点を持つ局所環の Hilbert-Kunz 重複
度の下限が問題になる。研究代表者と渡辺敬一氏（日本大）は, Hilbert-Kunz 重複度を定義した 
Monsky のアイデアに基づいて下限を予想し, ４次元以下の場合に証明を与えた。現在は完全交
叉の場合の他，７次元以下の場合に証明した論文が投稿されているが，一般次元では未解決であ
る。さらに, 重複度２に限ると, Hilbert-Kunz 重複度は F-符号と関係が深い。本研究の主結果
の１つはこの方向から F-符号の評価にアプローチしている。さらに，研究代表者は有理特異点
を理解するために，整閉イデアルの幾何学的アプローチに取り組み，幾何種数イデアルの定義を
与え，環論的に同値な言い換えを与えていたが, 本研究を始める前にはまだ十分な例が得られて
いなかった。さらに，正規還元種数の概念は既に定義されていたが，いわゆる相対的正規還元種
数の概念との違いが知られておらず，一致するのではないかと予想されていた。 
 
２．研究の目的 
 
本研究における「正標数の特異点の研究」の目的の１つは，Hilbert-Kunz 重複度の研究におい
て「極大イデアル」のみについて知られている結果をより一般のイデアルの場合に拡張すること
である。極大イデアルは整閉イデアルの代表例であるから, 拡張先として「整閉イデアル」に 
限定することは自然なことである。もう１つは既存の結果の多くは２次元の場合の結果である
ため、この結果を高次元化することである。特に，３次元の場合は一定の不等式は得られている
が，２次元ほど精密なものが得られていない。 
また，正標数の研究において「有理特異点」を理解することは重要である。しかしながら，有理
特異点についてはまだ可換環論の研究において十分に理解されているとは言い難い。有理特異
点の整閉イデアルの性質を抽象化したものが幾何種数イデアルである。幾何種数イデアルの可
換環論を展開することが本研究の目的の１つである。さらに，幾何種数が小さい特異点のクラス
として（強）楕円特異点の概念が知られているが，これをイデアルの視点から一般化することも
重要な目的である。 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) Hilbert-Kunz 重複度と F-符号の研究 

 
F 符号の理論に精通し，アイデアの豊富な Smirnov 氏(Basque Center for Applied Mathematics), 
若手の Jeffries 氏(Nebraska-Lincoln 大学)の協力を得て，F-signature に関して発展した理
論を用いて，Hilbert-Kunz 函数の精密な評価を与える。さらに, トーリック環の場合に詳細な
結果を得るために, 表現論的知識のある中嶋氏(京都産業大)の協力を得て，大きな F-符号を持
つトーリック環を分類する。 
 
(2) 幾何種数イデアルと正規還元種数 

 
幾何種数イデアルの概念は，２次元の正規特異点に対して特異点解消の言葉を用いて定義され
るが, 環論的にはその Rees 代数が Cohen-Macaulay 正規代数になることと同値であることを
示すことができる。これは有理特異点の整閉イデアルの理論を抽象化し，多くの特異点に広げた
概念である。また, 正規還元種数の概念を考察することで, 幾何種数イデアルは正規還元種数
が１のイデアルというとらえ方をすることもできる。本研究は研究代表者に渡辺氏（日本大）と
奥間氏(山形大)を加えたグループで幾何学的（特異点論的手法を駆使して）継続研究中であるが, 
楕円型イデアルの研究においてはHilbert係数などに詳しいRossi氏(Universita’degli Studi 
di Genova)をグループに加えて研究を行う。 
 
４．研究成果 
 
(1) Hilbert-Kunz 重複度の新しい評価 
 
２次元の Cohen-Macaulay 局所環の極大イデアルに関して, その Hilbert-Kunz 重複度と通常
の重複度を評価する不等式があるが, 研究代表者と渡辺氏, 中嶋氏, Smirnov 氏, Jeffries 氏



との共同研究の成果の１つとして, この不等式をより一般の極大イデアルに付随するイデアル
に一般化し, さらに高次元化することに成功した。また, F-符号に対する評価をいくつか与え
た。また，大きな F-符号を持つトーリック環の分類を行うことに成功した。 
 
(2) 幾何種数イデアルの特徴づけと２つの正規還元種数が異なる例 

 
研究代表者と渡辺氏, 奥間氏は，幾何種数イデアルが正規還元種数１のイデアルであることを
認識していたが, より広いクラスの正規イデアルを幾何学的アプローチで調査することにより, 
従来見つけることができなかった「２つの正規還元種数が異なる例」を発見することに成功した。 
これは初めての例であり，今後の正規還元種数の研究において役立つことが期待される。また， 
現在は本質的にこの例以外に同様の例が見つかっておらず，新しい例の提供が望まれる。 
 
 
＜新しく発見された例＞ 

 

 
 
 
(3) 楕円型イデアルの導入と特徴づけ 

 
研究代表者は，渡辺氏，奥間氏に加え，イタリアの Rossi 教授の協力を得ることで，楕円型イ
デアルを定義し，その特徴づけに成功した。実際, 楕円特異点の任意の整閉イデアルは幾何種数
イデアルか, 楕円イデアルのいずれかであることが従う。さらに，２次元の Brieskorn 型の完
全交叉に対して，その正規還元種数が２以下であるものを分類し，楕円特異点との比較を行うこ
とで，既存の結果に対する別証明を与えることができた。さらに，強楕円イデアルの概念を導入
し，強楕円特異点が「任意の整閉イデアルが強楕円特異点か幾何種数イデアルである正規局所環」
として特徴付けられることを示した。 
 
我々が研究している２次元正規特異点においては，幾何種数イデアルや楕円型イデアルは「幾

何的イデアル」であり，その性質はしばしば対応する特異点解消とアンチネフサイクルの言葉で
特徴付けることができる。本研究は，これらの幾何的イデアルを分類するという観点から，「正
規正接錐の Gorenstein 性」の研究にシフトしつつある。この研究においては，ベースになる環
は Gorenstein と仮定するが，幾何種数イデアルの場合には「正規正接錐の Gorenstein 性」は 
good イデアルという別の幾何的イデアルと深く関連しているように思われる。実際，good な幾
何種数イデアルは，正規正接錐が Gorenstein になる正規還元種数１のイデアルとして特徴付
けられる。最終年度の研究成果として，楕円型イデアルの場合に, 正規正接錐が Gorenstein に
なるための必要十分条件として，対応するサイクルのオイラー標数が零であるという条件を与
えた。結果として, 幾何種数，または, 正規還元種数が２以下の Gorenstein 環の極大イデア
ルに関する正規正接錐がつねに Gorenstein になることを証明することができる。また，超曲面
の極大イデアルに関する正規正接錐が Gorenstein にならない例を多く提供することができた。 
 
 



 
 
＜楕円イデアルの特徴付け＞ 
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