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研究成果の概要（和文）：Connes-Kreimerの根付き木Hopf代数に基づいて2018年ごろに定義した根付き木写像
は, 数論における重要な研究対象の一つである多重ゼータ値と密接に関係する対象であり, 本研究においてその
基本的な性質を明らかにした. 具体的には, 根付き木写像の調和積代数における解釈, antipodeの具体表示, 根
付き木写像の多重L値への拡張, などの成果を得た. 

研究成果の概要（英文）：Based on Connes-Kreimer Hopf algebra of rooted trees, rooted tree maps was 
defined around 2018. They are closely related with multiple zeta values. This research makes some of
 their fundamentals clear. In particular, we got results on interpretation of rooted tree maps by 
means of harmonic algebra, explicit representation of antipode maps, and generalization of rooted 
tree maps applicable to multiple L-values. 

研究分野：代数学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
根付き木写像は, 多重ゼータ値の代数的理論に新たな切り口を与えた. perturbative QFTやFeynman物理学と多
重ゼータ値論との関連を示唆する現象の一つとしても, 根付き木写像は学術的に興味深い. その純代数的な性質
や拡張の可能性に関する本成果は十分に意義がある. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
2017年 10月から 2018年 2月までドイツ・ボンにあるマックスプランク研究所に研究滞在して
いる間に、数理物理方面の文献を読み漁りそこにヒントを得て、根付き木写像を定義した。根付
き木写像が多重ゼータ値の間の広い関係式族を記述することなど、いくつかのよい性質を持つ
ことは分かっていたが、この現象の根本原理や、根付き木写像のさらに深い代数的性質などが解
明できずにいた。 
 
 
２．研究の目的 
 
根付き木写像をより深く理解し代数的な基礎理論を整備すること、根付き木写像に関する純代
数的な問いの純代数的な解決を目指す。特に、原始的な根付き木写像の特定や根付き木写像の間
の関係式の特定、antipode の特徴づけを試みる。さらに、根付き木写像の代数的拡張や数理物
理的応用を探し、以て多重ゼータ値論へ寄与する。 
 
 
３．研究の方法 
 
多重ゼータ値の研究から一旦脱却し、根付き木写像の特徴づけを行う。Feynman 図のなす Hopf
代数への拡張や operadic な解釈、グラフ複体に関する Willwacher の仕事との関連、などを見つ
けるべく、論文調査、研究集会参加による情報収集、計算実験などを行う。結果として、調和積
代数は根付き木写像を理解する手立てとして望外に有効であった。特に、実験的に予想していた
antipode の具体表示は、調和積代数を介すことで証明することができた。また、適用対象を多
重ゼータ値から多重 L 値へと拡張することを考えることで、根付き木写像の定義を拡張するこ
とができた。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 村原英樹（北九州市立大）との共同で、根付き木写像に対応する調和積代数における多項式
列を構成し、antipode 写像がある involution に関して元の写像と共役な関係にあることを
証明した。これは根付き木写像を考案した当初から実験的に予想していたものである。証明
の過程で、調和積代数における新しい等式や性質をいくつか示している。調和積代数は Hopf
代数構造を持つことが以前より知られているが、本研究により、調和積代数には従来のもの
とは別の Hopf 代数構造が何らかの形で隠れているようであることが分かってきた。また、
Connes-Kreimer の根付き木 Hopf 代数はヨーロッパなどで近年よく研究されている。根付き
木写像の全体は根付き木全体よりも小さいので、調和積代数も根付き木代数の中に埋め込ま
れていると見るべきであるが、調和積代数はその広い世界へ何か還元し得るものだろうか。
とりわけ、原始的な根付き木は、根付き木写像の間の関係式と密接に関わっているようであ
ることが、Foissy の論文と我々の研究を比較すると見えてくる。 
 
(2) 若林徳子（大阪電気通信大）との共同で、多重 L値の関係式を与えるよう、根付き木写像の
定義を拡張することに成功した。より厳密には、拡張定義した根付き木写像の antipode 側
の写像が多重 L 値の間の関係式を与えるという結果であった。多重ゼータ値のときの構成
法・証明と同様ではあるものの、多重 L値の場合に現れる指標に関するパラメータに依らな
い性質を見極めるのに苦労した。その後、村原の協力を得て antipode 側ではない根付き木
写像が多重 L値の間の関係式を与えることも証明できている。その証明にあたっては、多重
ゼータ値の場合に用いた調和積代数における antiode-like な等式が多重 L 値の場合の調和
積代数には成り立たないことが分かり、一段と難しいものがあったが、それをうまく回避で
き、目的のものを得ることができている。この村原と若林との共同研究については現在論文
投稿中である。 
 
(3) 元大学院生の伊藤慎也（京都産業大）および若林との共同で、補間多重 L値というものを新
たに導入した。その複シャッフル構造などの代数的諸性質を調べ、一般複シャッフル関係式・
Hoffman 関係式・川島関係式を代数的に記述し、ある特殊値に関する結果も得た。この補間
多重 L値は、多重ゼータ値の場合に山本修司により導入された「補間」の概念を多重 L値に
適用したものと言える。補間することで多重 L値にひとつパラメータがつき、特殊値や関係
式など、研究するべき課題が大幅に増えたが、本成果にある代数的定式化はそれらの研究を



強力にバックアップする。また、保形形式との関連についても、多重ゼータ値の場合のGangl-
金子-Zagier の理論と平行するものが構築できるか、などの課題がある。 
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