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研究成果の概要（和文）：本研究ではrotational beta展開など、様々な数系におけるdigitの複雑度について研
究を行った。特に、本研究では複素数を扱う数系に関するdigitの複雑度を解析できた点が特徴である。
特殊な整数として、平方数などの2進展開における複雑度を扱った。本研究では、複雑度を測る指標としてsum 
of digitを扱った。特に、sum of digitに関連のあるディオファントス方程式を研究した。
さらに、線形回帰数列の小数部分の一様性に関する研究を行った。従来の手法では扱えなかった対象を数系で扱
うことができるようになった。

研究成果の概要（英文）：We investigated the complexity of digits in number systems such as 
rotational beta expansion. In particular, we have improved the estimation for the number of digit 
exchanges, which gives partial result for generalized Borel's conjecture on  normality. 
We also investigated the complexity of the digits in the binary expansion of special integers. In 
particular, we researched the sum of digits. Improving the algorithm, we proved finiteness of the 
solutions of Diophantine equation related to sum of digits. 
Moreover, we have studied the fractional parts of linear recurrences, which is related to 
Diophantine approximation properties. We have investigated new formulae for the fractional parts of 
linear recurrences. Applying such formulae, we have treated the maximal limit points of the 
fractional parts of linear recurrences. We have discovered that the set of such points have 
analogous property as the Markoff-Lagrange spectrum.

研究分野： 一様分布論

キーワード： 一様分布論　ベータ展開　正規数　ディオファントス近似　sum of digit　線形回帰数列　ラグランジ
ュスペクトラム　円分多項式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Rotational beta展開という多次元数系におけるdigitの複雑さに関する研究成果に関して、先行研究を大幅に改
良することに成功した。Digitの複雑さに関しては、疑似乱数などへの応用の観点からも重要である。
また、sum of digitに関連のあるディオファントス方程式の解を考察する際に、従来のアルゴリズムを大幅に改
良することに成功した。
さらに、線形回帰数列の小数部分の明示公式を応用することにより、ディオファントス近似に関する新たな知見
を得ることができた。特に、等比数列をはじめとする線形回帰数列の小数部分が取りうる範囲に関して、成果を
得ることができた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
記号力学系における digit の一様性は、現代における重要な課題の一つである。例えば、代数的
無理数の 10 進展開における digit が一様であると予想されている(Borel 予想)。しかし、この予
想は非常に難しい未解決問題である。また、数系における digit の性質は整数論においても重要
な研究テーマの一つである。例えば、2 進展開において digit が 1 のみから構成される素数はメ
ルセンヌ素数と呼ばれる。メルセンヌ素数が無限に存在するかどうかは、digit に関する典型的
な未解決問題の一つである。 
 また、digit の一様性はディオファントス近似理論と関連して研究がなされてきた。例えば
Borel 予想は、公比 10 の等比数列に関するディオファントス近似の問題に言い換えることがで
きる。この観点から、Borel 予想は部分空間定理などのディオファントス近似理論の手法を用い
て、部分的な結果が得られてきた。Borel 予想に関して新たな知見を手に入れるために、一般の
等比数列の小数部分に関して研究を進める必要がある。 
 
 
２．研究の目的 
 
近年は、多次元連分数展開など種々の数系に関してエルゴード理論の観点からの研究が盛んで
ある。ところが、エルゴード理論では具体的な数の digitに関する性質を導き出すことは難しい。
本研究では代数的無理数などの digit に関する複雑性を解析することを目標とする。数系の中に
は、ベータ展開などのように写像の合成反復により digitが定義されるものがある。本研究では、
このような数系における digit の複雑性を扱う。特に digit の複雑性に関して、複素数の digit 展
開(例えば rotational beta 展開)における digit に関する研究成果はほとんど知られていなかっ
た。本研究は、加法数論の手法を応用することにより、このような数系における digit の複雑性
を解析することを目指す。 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) 日本大学における解析数論の専門家と、rotational beta 展開への加法数論の応用を検討し
た。特に、rotational beta 展開の一種である zeta expansion においては、加法数論の手法が
特に有用であることが判明した。また、区分的線形写像の反復合成で定義された写像の反復合成
によって定義された数系における digit の複雑性を、韓国および筑波大学の数学者とともに共
同研究した。その結果、hot spot lemma の一般化を用いることで、digit の一様性を統一的に扱
うことに成功した。 
 
(2) 平方数の 2進展開の複雑を測る指標として、sum of digit が知られている。本研究では、
sum of digit と関連のあるディオファントス方程式について、フランスにおける数論の研究グ
ループとともに、研究を行った。特に、整数の積に関する 2進展開の構造を組み合わせ的に考察
することで、ディオファントス方程式の解を調べるためのアルゴリズムの効率を劇的に上げる
ことに成功した。 
 
(3)新しい数系を導入することにより、等比数列および一般の線形回帰数列のディオファントス
近似を解析できることが判明した。これは、大阪公立大学及び筑波大学の数学者との共同研究で
ある。特にこの数系の応用により、線形回帰数列の小数部分の研究に関して、記号力学系の知識
が適用できるようになった。さらに、フランスのパリシテ大学の数学者との共同研究により、記
号力学系とディオファントス近似の関係性について、より詳細な共同研究を行った。 
 
４．研究成果 
 
(1)代数的無理数の digit 展開に関する複雑性に関する指標として digit 変化数というものがあ
る。従来の研究手法では、弱い成果しか知られておらず、しかも複素数の digit 変化数は知られ
ていなかった。本研究で、過去の digit 変化数に関する評価式を劇的に改良することに成功し
た。実際、先行研究の評価式と比較すると、下からの評価式を指数オーダーで改良することに成
功した。さらに、quasi-Pisot 数や quasi-Salem 数という特殊な複素数を使った rotational beta
展開における代数的無理数の digit 変化数を調べることに成功した。これは、加法数論の手法を
複素数の展開に応用した初めての例である。これにより、Borel 予想の一般化に対する部分的な
成果が得られたといえる。本研究に関する論文が査読付論文として受理された。 
 



(2)先行研究では、整数の積に関する sum of digit の下からの評価式について、ほとんど知られ
ていなかった。本研究では下からの評価式を、初めて明示的に与えることに成功した。評価式に
関する本研究は国際共著論文(査読付)として受理された。また、上記の成果をアルゴリズムに応
用することにより、平方数に関連のあるディオファントス方程式の解の有限性を証明すること
に成功した。新しいアルゴリズムにより、ディオファントス方程式の解を効率的に探索すること
ができるようになったためである。解の有限性に関する研究成果についても、国際共著論文(査
読付)として受理された。 
 
(3)本研究では、まず Pisot 数を公比にもつ等比数列の小数部分の明示公式を用いることにより、
小数部分の最大極限点に関する研究を行った。その結果、最大極限点のなす集合がもつ幾何学的
性質を明らかにすることに成功した。特に、ラグランジュスペクトラムと呼ばれる幾何学的対象
と類似の性質を持つことが判明した。本研究に関する成果は、査読付き論文として受理された。
また Numeration に関する国際的なオンラインセミナーにおいて成果を報告した。 
さらに、一般の線形回帰数列の小数部分に関する明示公式を発見することにも成功した。これ

により小数部分の最大極限点を解析できるようになった。その結果、一般の線形回帰数列に関し
ても小数部分の最大極限点がなす集合のもつ幾何学的性質を明らかにすることに成功した。特
に、タイリング理論と一様分布論の関係が明らかになった。本研究に関しては、Numeration に
関する国際的研究集会にて招待講演として報告した。また、本研究の成果をまとめた論文を投稿
中である。 
 
(4)エルゴード理論の概念に generic equivalence と呼ばれるものがある。これは、異なる数系
を比較した時に、一様性の概念が一致するかどうかを問うものである。一様性の概念が一致する
かどうかを判定することは、一般に非常に難しい。先行研究では、個別の数系に対して別々の手
法が適用されていた。本研究により、統一的に generic equivalence を扱うことができるように
なった。特に、非可算無限の異なる数系の族に対して、generic equivalence であることを証明
することに成功した。本研究は国際共著論文(査読付)として受理された。 
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