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研究成果の概要（和文）：有限群Gの完備離散付値環上の群環の整数表現におけるAuslander-Reiten有向グラフ
を研究した。特に、Gのp-部分群Qをヴァーテックスに持つScott加群SのAuslander-Reiten連結成分に属する直既
約加群のヴァーテックスはQまたはQの正規化群のSylow部分群であることを示した。また、Sの概分裂短完全列に
直既約加群Lをテンサーした短完全列が概分裂となるのは、Lがvirtually irreducibleであるときに限ることを
示した。さらに、Lがvirtually irreducibleである必要十分条件は、LとLの双対加群のテンサー積にSが重複度
１で現れることを証明した。

研究成果の概要（英文）：Let G be a finite group and R a complete discrete valuation ring. We study 
the Auslander-Reiten quiver of the group ring RG. In particular, we show that the vertices of 
indecomposable RG-lattices in the Auslander-Reiten component containing the Scott lattice with a 
p-subgroup Q of G as vertex is Q or a Slow p-subgroup of the normalizer of Q. Also, we show that the
 tensor sequence of the almost split sequence of S with an indecomposable RG-lattice L is almost 
split if and only if L is virtually irreducible. Moreover, we show that L is virtually irreducible 
if and only if S appears with multiplicity 1 as a direct summand in the tensor product of L and its 
dual lattice.

研究分野： 有限群の表現論

キーワード： 有限群　表現論　Auslander-Reiten有向グラフ
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研究成果の学術的意義や社会的意義
有限群を基底とした線形空間に、群として本来持つ乗法を反映させて構成される群多元環は、群の構造を研究す
るために役立つとともに、対称多元環としてとても重要な多元環である。本研究では、多元環の表現論で駆使さ
れているAuslander-Reiten理論を利用することによって、有限群の整数表現において重要な役割を果たすScott
表現加群やvirtually irreducible表現加群についてテンサー積と関連させた興味深い結果を得た。このこと
は、有限群の表現においてAuslander-Reiten理論の新たな活用方法を見出すことが期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 有限群の表現論を研究するにあたって、正標数の体上の表現（以下でモジュラー表現と呼ぶ）
と標数 0 の体上の通常表現を並行して考察することは大変有効である。通常表現は半単純環の
古典的理論のおかげで十分に研究されており、有限群の構造を解明するためにも応用されてき
た。一方で正標数の体上の群多元環は半単純ではないが、ブロックイデアルへの分解に対応させ
て、モジュラー表現加群のクラスを分割することができる。この分割に応じて通常表現における
既約表現のクラスも細分化することができ、より精密な理論が構成されてきた。これらのモジュ
ラー表現と通常表現を整合的に結び付けるものとして完備離散付値環上の表現（以下では整数
表現と呼ぶ）が重要な役割を果たしている。 
 また近年、アルティン環や整環（すなわち完備離散付置環上の多元環）の表現論において
Auslander-Reiten の理論が駆使されて興味深い研究成果が得られている。そのため、この理論の
有限群の表現への応用を図り、さらなる有効性を探ることが期待される。Auslander-Reiten 理論
においては、Auslander-Reiten 有向グラフ（以下では AR クイバーと呼び、その連結成分を AR 連
結成分と書く）と呼ばれるグラフが研究の主な対象となる。AR クイバーとは、直既約加群の同
型類をグラフの点とし、既約写像を矢とみなして得られる向き付けられたグラフのことであり、
直既約加群のなすカテゴリーに秩序を付けた枠組みを与えたものと考えられる。一般の整環で
は任意の直既約表現加群に対して概分裂列や AR クイバーを考えられないこともあるが、群整環
は係数環を完備離散付値環の商体で係数拡大すると半単純環となることから、群整環に対して
は常に AR クイバーを考えられる。この特性を大いに活かして AR クイバーを利用すれば、群整
環上の直既約加群の様々な興味深いクラスの全体像を見渡して考察することが期待できる。 
 ところで、群多元環は多くの場合に野性的な無限表現型であり、表現加群のすべてをパラメタ
ライズして分類することは不可能であることが知られている。それにもかかわらず、有限群のモ
ジュラー表現の場合に K. Erdmann が AR クイバーの形状を決定した。すなわち、正標数の体上
の群多元環が野性的と呼ばれる無限表現型であれば、AR 連結成分の形状はいわゆる A 無限型
（半平面状に広がる格子型か、もしくは半無限に伸びる筒状の格子型）であることを示した。そ
の一方で、有限群の整数表現の AR クイバーについてほとんど知られていない。特に無限表現型
の場合に、AR 連結成分の形状がどのようなものかという自然な問題を解明する必要がある。 
 
２．研究の目的 
 上述した Erdmann の重要な結果を踏まえて、無限表現型の多元環の重要なクラスの一つであ
る群環のモジュラー表現と整数表現を、Auslander-Reiten 理論を通して総合的に研究することを
本研究の目標とする。整数表現における AR クイバーの形状について現時点では、有限表現型の
場合には調べられているが、一般の無限表現型の場合には限られた例しか知られていない。そこ
で、モジュラー表現での結果をもとにして、有限群の整数表現における AR クイバーの形状の決
定を目指すために、次を第１の目的に掲げる。 
 （１）「virtually irreducible と呼ばれる表現加群を含む AR 連結成分の形状を追求する。そのた
めに、virtually irreducible 表現加群の性質や特徴づけについても考察し、さらに概分裂短完全列
に関する状況についても追求する。」 
 有限群の整数表現において、virtually irreducible 表現加群とは、その自己準同型環が簡単な構
造を持つ表現加群である。既約な表現加群の自己準同型環が完備離散付値環そのものであるこ
とを思い起こせば、virtually irreducible 表現加群は既約な整数表現加群の自然な拡張と見なせる
重要な加群であり、AR クイバーの研究の端緒としてふさわしいものである。 
 もともと有限群の表現論においては、群とその部分群、特に素数冪位数の部分群や局所部分群
に着目して、表現加群の誘導と制限の関連を研究対象とすることが多いが、ここにも AR クイバ
ーを利用したい。そのために次を第２の目的とする。 
 （２）「有限群の AR 連結成分を構成する直既約加群のヴァーテックスを調べる。」 
 群環上の直既約表現加群Mに対して、Mが有限群の部分群 Qの表現加群からの誘導加群の直
和因子として現れるとき、Mは Q-射影的であるという。Mが Q-射影的であるような部分群 Qで
位数が最小となるものが共役の意味で一意的に定まるが、その最小の部分群 QをMのヴァーテ
ックスと呼ぶ。群環上の直既約加群のヴァーテックスは、その直既約表現加群の特性に大きな影
響を与える部分群であり、有限群の表現論において制限と誘導を考察する際の基本的な概念で
ある。一つ一つの表現加群の制限・誘導を個別に調べるだけでなく、AR 連結成分全体にまつわ
る部分群に関する制限・誘導を検討することで、新たな知見を得たい。 
 
３．研究の方法 
 研究目的（１）のために、まず高さが 0 の整数表現加群の AR 連結成分に注目する。高さが 0
の表現加群は各ブロックに必ず存在し、そのブロックを特徴付ける重要な virtually irreducible 表
現加群である。さらに、その自己準同型環の構造から高さが 0 の表現加群の概分裂列は計算しや
すいため、AR 連結成分の研究の足掛かりになると期待される。 
 研究目的（２）の AR 連結成分の直既約加群のヴァーテックスに関して、モジュラー表現の場



合には多くの結果が得られているが、整数表現の場合には少数の例しか調べられていない。モジ
ュラー表現での研究手法を参考にしながら、整数表現における AR 連結成分のヴァーテックスの
様子について研究し、その結果を AR 連結成分の形状の決定に役立たせる。自明なソースを持つ
表現加群の AR 連結成分に属する直既約加群のヴァーテックスを詳しく調べることが一般の AR
連結成分の場合の解明につながると思われる。特に、Scott 表現加群が計算しやすいので、この
AR 連結成分のヴァーテックスの決定を目指す。ここで Scott 加群とは、ある置換加群の直規約
因子であって、その head と socle が自明な表現加群となっているものである。 
 なお、群環は代表的な対称多元環であり、多元環のなかでも重要なクラスである。そして群多
元環の一般化として自己入射的多元環や Frobenius 環、準 Frobenius 環などの広がりがある。源
泉としての群多元環を常に念頭におきつつ、一般化された様々なクラスの環を総合的に考察す
れば、多元環やアルティン環の研究の新たな展開にも貢献できる。環論全体の研究の発展のため
に、毎年「環論および表現論シンポジウム」が開催されており、また他にも代数学関連の研究集
会が予定されている。これらのシンポジウムの運営に協力して多くの研究者と交流を図り、広い
視野に立って研究を推進する。 
 
４．研究成果 
 G で有限群を表し、p は有限群 G の位数を割り切る素数とする。完備離散付値環 R の極大イ
デアルは πで生成され、その剰余体 k = R/πRは標数が pであるとする。RGおよび kGで、係数
環 Rおよび k上の群多元環を表すものとする。Scott 表現加群 Sを含む AR 連結成分 Θは半平面
的に無限に広がる格子型の形状をしており、Sは Θの端点に位置していることが知られていた。
この Θについて考察を進め、特に、Θを構成する直既約 RG-表現加群 Lが Θの端点に位置しな
ければ、Lのヴァーテックスは Qの Gにおける正規化群の Sylow p-部分群であることを示した。
さらに、kG-加群 L/πL の直既約分解において、全ての直既約因子は Q-射影的であり、その中の
少なくとも一つの直既約因子のヴァーテックスはQであることも確かめることができた。また、
Scott RG-加群 Sで終わる RG-表現加群の概分裂短完全列と Scott kG-加群 S/πSで終わる kG-表現
加群の概分裂短完全列について並行して調べ、それらの構造や性質および類似性などについて
研究した。 
 有限群の表現論において、表現加群をテンサーしたときの状況を調べることは興味深い問題
である。テンサー積にまつわる問題に対して Auslander-Reiten 理論を応用するために、有限群の
整数表現（完備離散付値環上の表現）のカテゴリーにおいて、Scott 加群の概分裂短完全列とテ
ンサー積について研究を進めた。なお、自明な加群は Scott 加群の特別な例である。Auslander と
Carlson は、自明な表現加群の概分裂短完全列にトレース分裂加群をテンサーするとトレース分
裂加群の概分裂短完全列が構成できるという興味深い定理を示した。一般に、概分裂短完全列は
直既約加群の概射影的自己準同型写像から構成される。自明な加群の場合では概射影的自己準
同型写像が定数倍写像であるという事実から Auslander-Carlson の定理が導かれる。次の段階と
して、p-部分群 Qをヴァーテックスに持つ Scott 加群 Sの概分裂短完全列を構成するために Scott
加群の概射影的自己準同型写像について考察を進めた。まず、Green 対応を利用することで、対
象とする有限群を局所部分群（Q の G における正規化群）に帰着させることが可能であること
を確認した。次に局所部分群において Scott 加群の概射影的自己準同型写像を調べて、その写像
をQに制限すると自明な表現加群の概射影的自己準同型写像であることが分かった。すなわち、
Scott 加群 Sを Qに制限すると、自明な表現加群の概分裂短完全列となることを確かめた。この
ことから、Scott 表現加群の概分裂短完全列に、Q-ソースがトレース分裂加群であるような直既
約表現加群をテンサーしても分裂しないことが分かった。 
 直既約 kG-加群 Mが Q-射影的であれば、Qをヴァーテックスに持つ Scott 表現加群 Sと Mの
テンサー積の直既約因子としてMが現れることが知られている。そこで、Sの概分裂短完全列 A
に Mをテンサーして得られる短完全列 Bはどのような短完全列となるかを考察し、局所部分群
の場合に A の構造を詳しく調べることができた。その結果を反映させることにより、多くの場
合は分裂した短完全列となってしまうが、M の Q-ソースがトレース分裂加群であるときには、
Bは τMから始まりMで終わる短完全と分裂短完全列との直和となることが分かった。ここで τ
は Auslander-Reiten 移動と呼ばれる作用である。さらに、有限群 G の整数表現(完備離散付値環
上の表現)においても研究を進めて、Qをヴァーテックスに持つ Scott 表現加群の概分裂短完全列
に Q-射影的な表現加群 Lをテンサーして得られる短完全列は、ΩL（ここで Ωは Heller作用素）
から始まり Lで終わる短完全列と分裂短完全列との直和となることを確かめられた。 
 本研究では、Scott 加群 Sを含む Auslander-Reiten 有向グラフの連結成分に属する直既約 RG-表
現加群の性質や、Sの概分裂短完全列 Aに直既約 RG-表現加群 Lをテンサーすることで得られる
短完全列 Bの性質について考察を続けてきた。特に、Lが virtually irreducible である場合に限り、
Bが Lの概分裂短完全列になることが解明できた。さらに、直既約 RG-表現加群 Lとその双対加
群の直既約分解において Q をヴァーテックスとして持つ Scott 加群 S が重複度 1 で現れること
と、短完全列 B が L の概分裂短完全列となることが同値であることを示すことができた。その
結果として、Qをヴァーテックスとして持つ直既約 RG-表現加群 Lが virtually irreducible である
ことと、Lとその双対表現加群のテンサー積において Qをヴァーテックスに持つ Scott 加群 Sが
重複度 1 で現れることが同値であるという、興味深い結果を得ることができた。 
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