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研究成果の概要（和文）：Toni Annala氏との共同研究で、Lee-Pandharipandeのベクトル束付algebraic 
cobordismの双変理論版を構成した。双変理論B(X→Y)と双変K理論 KK(X,Y)を融合したようなalgebraic 
cobordismの双変理論版Ω(X,Y)を構成した。poset-stratified spaceと分割空間の関係について成果を得た。
stratified spaceの研究の中で知ったHilali予想に関係した成果を得た。operational bivariant theoryの双対
版co-operational bivariant theoryを構成した。

研究成果の概要（英文）：As a joint work with Toni Annala we constructed a bivariant theoretic 
version of Lee-Pandharipande's algebraic cobordism with bundles. We constructed a bivariant theory 
Ω(X,Y) which is a mixture of bivariant theory B(X→Y)  and a bivariant theory KK(X,Y).  We obtained
 results on the relationship between poset-stratified spaces and decomposition spaces. We obtained 
some results related to Hilali conjecture which we have learned while investigating on stratified 
spaces. We constructed co-operational bivariant theory which is a dual version of operational 
bivariant theory.

研究分野： トポロジー、代数幾何学

キーワード： derived schemes　bivariant theory 　cobordism　algebraic cobordism　rational homotopy theory

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
代表者の導入したuniversal bivariant theory（以下UBT)を用いてLee-Pandharipandeの理論の双変理論版を構
成できたことにより、UBTの有効性を示せた。operational bivariant theoryの双対版として導入した
co-operational bivariant theoryがalgebraic topologyでよく知られたコホモロジー作用素を研究する新しい
枠組みであると捉えることができることは興味深いと言える。射に対するHilali予想の導入により、有理ホモト
ピー論でよく知られたHilali予想の研究の幅を広げたと言って良い。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景  

M. Levine と F. Morel (2007 年)は(更に Levine と R. Pandharipande (2009 年) はより簡明
な方法で) D. Quillen による可微分多様体の cobordism の代数幾何版である algebraic 
cobordism を構成した。これは oriented Borel-Moore functor of geometric type with product 
と呼ばれる、15 個の性質を満たす普遍関手である。Lowrey- Schürg (2016 年)は導来代数
幾何の対象である導来スキームを用いて derived algebraic cobordism を構成した。更に、
Toni Annala(2018 年)は Lowrey-Schürg の derived algebraic cobordism の構成方法と研究代
表者(2009 年)が導入した universal bivariant theory OB(X→Y)の構成方法を用いて、Fulton-
MacPherson の意味での bivariant derived algebraic cobordism Ω(X→Y)を構成した。これは、
研究代表者が、universal bivariant theoryを導入し、それの剰余群として algebraic cobordism
の bivariant theory を構成することを目指していたものであるが、Annala 氏はその構成に
成功したと言える。Lee と Pandharipande(2012 年)はベクトル束付きの algebraic cobordism
を構成した。但し、ベクトル束のランクがゼロの時は Levine-Morel の algebraic cobordism 
と一致する。研究代表者(2018 年)は、Lee-Pandharipande のベクトル束付き algebraic 
cobordism の構成に示唆されて、ベクトル束の cobordism bicycle を導入して、特異多様
体の特性類の理論に応用した。更に、研究代表者の universal bivariant theory OB(X→Y)
と、作用素論でよく知られた双変 K 理論 KK(X,Y)を融合したような、universal bivariant 
theory OB(X, Y)の構成を模索していた。射空間のトポロジーとその周辺に関する位相幾
何学的研究に関しては、研究代表者と山口俊博(2018 年)は射の集合 hom(X,Y)に poset-
stratified space の構造(Jacob Lurie による定義)が入ることを証明した 
 
 

２．研究の目的 
研究の目的は大きく２つである。（１）代数的側面としては、Lee-Pandharipande のベク
トル束付きの algebraic cobordism の Fulton-MacPherson の意味での双変理論版を構成す
る。更に、研究代表者が導入したベクトル束の cobordism bicycle を用いて、Fulton-
MacPherson の意味での双変理論 B(X→Y)と作用素論でよく知られた双変 K 理論
KK(X,Y)を融合したような、algebraic cobordism の双変理論版 Ω** (X,Y)を構成する。但
し、Y が一点の場合は Ω**(X, pt)は Lee-Pandharipande のベクトル束付きの algebraic 
cobordism Ω**(X)と同型となるようにする。（２）位相的側面としては、poset-stratified 
space の構造 をもつ射空間 hom(X, Y ) あるいは、その部分空間や関連する空間や話題
について位相幾何学的研究をする。 

 
 
３．研究の方法 

（１）に関しては、Annala 氏が derived algebraic cobordism の構成方法と研究代表者が導
入した universal bivariant theory の構成方法を用いて bivariant derived algebraic cobordism
を構成したように、Lee-Pandharioande のベクトル束付きの algebraic cobordism の双変理
論版を構成する。これは、Annala 氏との共同研究で行う。更に、研究代表者が導入した
ベクトル束の cobordism bicycle を導来スキームを用いて定義し、双変 K 理論と Annala
氏の bivariant derived algebraic cobordism を融合したような双変理論を構成する。こちら
の研究は研究代表者が単独で行う。 
（２）に関しては、代数幾何学、特に特異点論ではよく知られている stratification と poset-
stratified space との関係などについて、山口俊博氏（高知大学）とも研究連絡をとりな
がら、それらに関連する話題について研究を行う。 
 いずれの研究に関しても、本研究に関連する話題についての国内外の研究集会などに
積極的に参加し、関連する話題などについて情報収集及び参加者達との情報交換などを
行う。 

 
 
４．研究成果 

（研究代表者の分について記載する。尚、本研究の研究期間は元々2019〜2021 の 3 年間で
あったが、コロナ感染拡大の影響により 2 年期間延長となり、研究期間は 2019〜2023 の 5
年間となったことを申し添える。） 
（１）に関しては、以下の研究成果を得ることができた。 
(1) ベクトル束の cobordism bicycle を導入して、特異多様体の特性類の理論に応用した
論文は国際雑誌に掲載された(2019 年)。 
(2) 研究代表者の universal bivariant theory OB(X→Y)の剰余群として algebraic cobordism
の bivariant theory を構成することを模索する中で、target scheme を固定した algebraic 



cobordism について幾つかの成果を纏めた論文は国際雑誌に掲載された(2019 年)。 
    (3) 研究代表者の universal bivariant theory OB(X→Y)と、作用素論でよく知られた双変 

K 理論 KK(X,Y)を融合したような、OB(X, Y)を構成した論文は国際雑誌に掲載された. 
(2020 年)。 
(4) 上記(2)の結果を、本来の目的である、Annala 氏の bivariant derived algebraic cobordism 
Ω(X→Y)に対する Ω** (X,Y)に拡張することができて、それらを纏めた論文は国際雑誌 
に掲載された(2024 年)。 

    (5) Annala 氏との共同研究で行った、Lee-Pandharipande のベクトル束付 algebraic  
cobordism の双変理論の研究成果は当初約 80 ページにもなる長い論文であったが、30 
ページ以内に短く纏めた論文は国際雑誌に掲載された(2023 年)。 
(6) Fulton -MacPherson の双変理論には重要な Riemann-Roch formula という公式がある。 
本研究をする中で、研究代表者の universal bivariant theory OB(X→Y)に関して同様な 
Riemann-Roch formulas を得ることができることに気づき、それらを纏めた論文は国際 
雑誌に掲載された(2023 年)。 
(7) Fulton-MacPherson の双変理論には、共変関手を用いて構成される operational bivariant  
theory というものがあることは、よく知られている。本研究を進めていく中で、大本亨 
氏（早稲田大学）から出された、Thom 多項式に関連する、ある種の双変理論に関する 
問題、を考察する中で、反変関手を用いて構成される operational bivariant theory を定義 
できることに気づき、それらを纏めた論文は国際雑誌に掲載されることになった(2024 
年)。この双変理論は operational bivariant theory の双対版という意味で、co-operational  
bivariant. theory と命名した。co-operational bivariant theory を構成しているものは、 
algebraic topology ではよく知られている cohomology operation 及びそれらを一般化した 
cohomology 間の写像であることが分かった。その意味では、cohomology operation を研 
究する新しい枠組みが得られたと言って良い。 
(8) Handbook of Geomettry and Topology of Singularities (Springer 社)の編集委員から執筆 
依頼を受けて纏めた、本研究と深く関連する論説（104 頁）は Volume IV に掲載された 
（2023 年）。 
（２）に関しては、以下の研究成果を得ることができた。 
(1) 射の集合 hom(X,Y)に poset-stratified space の構造が入ることは山口俊博氏との共同 
研究で得られたわけであるが、これは rational homotopy theory におけるある種の問題に 
ついて共同研究をする中で得られた成果であった。山口俊博氏との議論の中で、rational  
homotopy theory ではよく知られた「Hilali 予想」を知ることになった。これは、「有理ホ 
モトピー群の次元は有理ホモロジー群の次元を超えないであろう」という M. R. Hilali 
による予想(Ph.D Thesis, Université catholique de Louvain, 1990 年)である。これは 34 年 
経った今も未解決のままである。トポロジーや現代幾何学の分野では、ホモロジー群、 
ホモトピー群は基本的かつ重要な理論である。更に、予想は単純な次元の比較であるの 
で、ホモロジー群、ホモトピー群について知られている多くの基本的なことをうまい 
具合に駆使すれば、簡単に解けそうな気がするが、逆に単純な故に未解決のままである。 
この Hilali 予想を証明しようと色々と模索する中で、微分積分学のある極限値に関する 
命題を見て、「空間の積を考えれば、Hilali 予想は常に成り立つ」ことに気づいた。それ 
を纏めた論文は国際雑誌に掲載された(2019 年)。これは思いがけない成果であった。 
有理ホモトピー群の次元は「加法的」で、有理ホモロジー群の次元は「乗法的」である。 
従って、Hilali 予想は「加法的不変量と乗法的不変量の比較に関する予想」ということ 
になる。 
(2) よく知られているように、空間のオイラー標数は有理ホモロジー群の各次元を係数 
として得られる Poincaré 多項式 P(t)の特殊値 P(-1)である。同様に、有理ホモロジー群 
の次元はこの Poincaré 多項式 P(t)の特殊値 P(1)である。よって、極自然に、有理ホモト 
ピー群の各次元を係数として得られるホモトピーPoincaré多項式Q(t)を導入することが 
考えられて、有理ホモトピー群の次元は Q(1)に他ならない。よって、Hilali 予想は 
「Q(1) ≦ P(1)」である。本研究の基本的テーマは「射に対する研究」であるとも言える 
ので、研究代表者は「空間に対する Hilali 予想」を、「射に対する Hilali 予想」に拡張す 
ることを提案した。その研究成果は山口俊博氏との共著論文として纏め、それは国際雑 
誌に掲載された(2020 年)。 
(3) 上記(2)の「射に対する Hilali 予想(相対 Hilali 予想)」は射に対するホモロジー群の 
写像、ホモトピー群の写像の kernel を用いて定義されるが、更に cokernel を用いた 
「射に対する Hilali 予想(相対 Hilali 予想)」を導入し、これら二つの相対 Hilali 予想の 
関係及び関連する結果を纏めた論文は国際雑誌に掲載されることになった(2024 年)。 
(4) ファイブレーション（ファイバー束のような空間）の有理ホモトピー群の次元と有 
理ホモロジー群の次元の商（比）について、山口氏と共同研究して得られた成果は国際 
雑誌に掲載された(2021 年)。 
(5) Poincaré 多項式は代数幾何学でよく知られた混合ホッジ構造を用いて得られる混合 
ホッジ多項式 MHP(t,u,v)の特殊値 MHP(t,1,1)であることはよく知られている。実は、 
ホモトピー群にも混合ホッジ構造が入ることはよく知られている（R. Hain, 1987）ので、 



同様にして、ホモトピー混合ホッジ多項式 MHQ(t,u,v)を考えることができる。これらに 
ついて、比較を行った研究成果は国際雑誌に掲載された(2020 年)。 
(6) 混合ホッジ多項式 MHP(t,u,v)とホモトピー混合ホッジ多項式 MHQ(t,u,v)についての 
比較についての更なる研究は、上記(3)の研究に興味を示された Anatoly Libgober 氏 
(イリノイ大学)と共同研究を行い、２編の論文に纏めた。いずれも国際雑誌に掲載され 
た(2022 年)。 
(7) poset-stratified space を、topology ではよく知られている, 空間の分割空間、分割写像 
(decomposition space,  decomposition map)という視点から考察をした。それらについて 
纏めた論文は国際雑誌に掲載された(2020 年)。 
 
(*) 本研究のテーマとは無関係であるが、研究期間中に、循環数列の周期に関するある 
質問をきっかけに、循環数列の周期に関してある規則を証明し、更に、その副産物とし 
て、フィボナッチ数列についてよく知られたある定理（Lucas の定理）を一般化した 
公式を得た。これらの成果を纏めた論文は国際雑誌に掲載された(2020 年)。この研究で 
は、もちろん組み合わせ論の計算を要領よく行う必要があるが、上記(6)の研究におい 
て、ある命題の証明については、組み合わせ論的計算を色々行っていたので、ある意味 
でそのことが功を奏した、とも言える。 
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