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研究成果の概要（和文）：Eunjeong Lee氏，Seonjeong Park氏と旗多様体におけるトーラス軌道の閉包の幾何と
トポロジーおよびそれに関連する組合せ論の研究を続けた．特に，これまでの成果をHandbook of 
Combinatorial Algebraic Geometry: Subvarieties ofthe Flag Varietyの1章として纏めた．また，佐藤敬志氏
と Stanley-Stembridge予想の解決を目指して regular semisimpleHessenberg varietyのコホモロジー環の具体
的記述とそれ状の対称群作用を調べた．

研究成果の概要（英文）：I continued joint work with Eunjeong Lee and Seonjeong Park on the geometry 
and topology of torus orbit closures in the flag variety and related combonatorics. In particular, 
we wrote a survey article on this topis as a chapter of the Handbook of Combinatorial Algebraic 
Geometry: Subvarieties ofthe Flag Variety.  I also worked with Takashi Sato on the cohomology ring 
of a regular semisimple Hessenberg variety.  The ultimate goal of this work is to prove a long 
standing Stanley-Stembridge conjecture in graph theory affirmatively.    

研究分野： Topology

キーワード： Toric Topology　convex polytope　torus orbit closure　flag variety　Hessenberg variety
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研究成果の学術的意義や社会的意義
旗多様体におけるトーラス軌道の閉包の研究は，1980年代にGelfand-Serganova, Kryachko らによって初められ
た．その後，トーラス軌道の閉包の特異性など調べられているが，トポロジーに関しては研究されていなかった
ように思われる．我々は，旗多様体におけるSchubert variety もっと一般に Richardson variety における一
般的なトーラス軌道の閉包の幾何・トポロジーと組合せ論の関係を調べた．これは今後の研究の礎になると期待
している．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
[A] 旗多様体におけるトーラス軌道の閉包のトポロジー・幾何と組合せ論 

複素 n次元ベクトル空間の部分空間の列からなる旗多様体 Fl(n)は，トーラス

作用をもち，その不動点集合は n次置換群と同一視できる．旗多様体における

トーラス軌道の閉包はトーリック多様体となる．このように，旗多様体の中に

トーリック多様体が自然に存在する．トーラス軌道が generic な場合，その

閉包は置換多様体（英語では permutohedral variety）と呼ばれるものになる

ことが知られている．対応する扇はＡ型の Weyl chamber からなる．置換多様

体は，n次の置換を頂点とした凸多面体（置換多面体，英語では 

permutohedron）をモーメント写像の像としてもち，組合せ論の立場からも興

味ある対象である．また，置換多様体とグラフの彩色多項式を結びつける 

June Huh による目覚ましい研究があり，置換多様体 の重要性が認識されるこ

ととなった． 

[B] Regular semisimple Hessenberg variety のコホモロジー 

Brosnan-Chow による Shareshian-Wachs 予想の解決により，グラフ理論におけ

る Stanley-Stembridge 予想が，旗多様体の部分多様体である regular 

semisimple Hessenberg variety のコホモロジーにおける対称群作用を調べる

ことと同じことであることが分かり，これにより，Stanley-Stembridge 予想を

幾何・トポロジーを用いて解決することが可能となった． 
 
 
 
２．研究の目的 
 

[A] 不思議なことに，旗多様体の generic でないトーラス軌道の閉包の幾何

学的性質は，1980 年代の Gelfand-Serganova や Klyachko による最初の研究以

降余り調べられていない．しかしながら，置換多様体 の重要性に鑑みてもこ

れは研究するべき対象と思われる．本研究の究極の目的は，旗多様体における

すべてのトーラス軌道の閉包の分類および幾何学的性質（特異点があるかどう

か，トーリック多様体としての扇，ポアンカレ多項式など）を明らかにするこ

とであった． 
 
[B] Regular semisimple Hessenberg varietyのコホモロジーを調べてStanley-
Stembridge 予想の解決を目指す．  
 
 
 
 
３．研究の方法 
 
多くの具体例を見て，一般的な事実を探る． 
 
 
 



 
４．研究成果 
 
[A]に関して 
(1) 数年前、Eunjeong Lee 氏と Schubert variety 内の generic torus orbit 

closure のトポロジーを調べ、そのポアンカレ多項式に関する予想を立てた。

この予想は山中仁氏により解決されたが、Lee-Park-Song との共同研究で組み

合わせ論的別証明を得た。 

(2) 旗多様体の部分多様体である Richarson variety の generic torus 

orbit closure として，多角形分割と対応するものがあることが分かった．こ

れらの同型類を数え上げると，Wedderburn-Etherington と呼ばれる古くから知

られている数列が現れた． 
(3) トーラス軌道の閉包の不動点集合は Coxeter matroid と呼ばれる興味ある
有限集合である．これらは置換多面体の 1-skelton から得られるグラフの頂点
集合の部分集合と思えるが，グラフ距離の観点からある種の最短性を持ってい
ることを Eunjeong Lee と Seonjeong Park との共同研究で示した． 
 
[B]に関して 
(1) コホモロジー環が次数２の元で生成される regular semisimple 

Hessenberg variety は double lollipop 型と呼ばれるものであることを示し

た． 

(2) 上記(1)の場合にコホモロジー環の具体的な表示を与え，対称群の表現を

具体的に見．コホモロジー環の具体的表示はやや複雑であるが，一般的な場合

への足がかりとなると期待している．なお系として，double lollipop の場合

には Stanley-Stembridge 予想が肯定的であることが分かる（論文準備中） 
(3) Ayzenberg-Buchstaber は regular semisimple Hessenberg variety の 
twin を定義したが，我々はそのコホモロジーが本質的に unicellular LLT 多項
式であることを見出した．このような関係があるのは薄々感じていたことでは
あるが，きちんとした証明を与えることができたのは意義あることと思う． 
 
以下は，上記以外のテーマに関する成果 
(1)東谷－栗本氏との共同研究で、toric Fano 多様体に対してコホモロジー剛

性（コホモロジー環が同型ならば微分同相か）が成立するかを調べ、複素３次

元では成立し、4次元の場合は２つを除いて成立することを示した。なお、こ

の例外的な２つはコホモロジー環は同型で Pontryagin 類も同じだが、微分同

相かどうかは不明である。また、ピカール群が大きい場合もコホモロジー剛性

が成立することを示した。 

(2) Cho-Lee-Park との共同研究において、「toric Fano 多様体の間に第一

Chern 類を保つコホモロジー環の同型写像があれば、toric Fano 多様体は代数

多様体として同型であろう」という予想を立て、Fano Bott 多様体の場合には

正しいことを示した。その系として、monotone symplectic 多様体に対する 

McDuff の問題が Fano Bott 多様体のときには正しいことが分かった。 

(3) Anton Ayzenberg 氏と共同で、複雑度１のトーラス群作用が、

equivariantly formal で generic という条件を満たしているとき、軌道空間



が球面となることを示した。この結果は、これまで知られていた(Buchstaber-

Terzic, Karshon-Tolman）による結果を包括するものである。 
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