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研究成果の概要（和文）：拡張結び目は結び目の拡張であるが幾何学的性質に様々な違いあり、それにより結び
目不変量などの従来の結び目の研究手法を自然に利用や拡張できない場合がある。
本研究では拡張結び目である仮想結び目、twisted knot、溶接結び目と結び目のある幾何学的性質について調べ
成果を得られた。さらに仮想結び目、twisted knotなどの不変量や分類方法を導入し、応用例を示した。

研究成果の概要（英文）：Extended knots are extensions of knots, but they exhibit various differences
 in geometric properties, which can sometimes prevent the natural utilization or extension of 
conventional research methods for knots, including knot invariants. In this study, we investigated 
the geometric properties of extended knots (virtual knots, twisted knots, and welded knots), and 
obtained results. Furthermore, we introduced invariants and classification methods for virtual 
knots, twisted knots, and others, and showed examples of their applications.

研究分野： 幾何学

キーワード： 結び目　拡張結び目　不変量

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
結び目理論はトポロジーの一分野であり、拡張結び目は結び目を様々な視点で拡張した概念であり、その視点に
は幾何学的特徴や結び目不変量などがある。幾何学的特徴や結び目不変量を広い視点で調べることはその構造や
性質の理解につながる。結び目不変量は代数系への写像であり代数学への応用が考えられる。本研究での拡張結
び目の幾何学的側面や不変量に関する成果は、トポロジーや代数学への寄与が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
結び目理論は空間内に埋め込まれた円周（または複数の円周）を研究対象としている。拡張結び
目とは様々な視点から結び目を拡張した概念である。Kauffman が発表した仮想結び目が拡張結
び目のその例の一つである。その他 twisted knot、溶接結び目などがあるが、結び目不変量の構
造を広い視点で解析することによって結び目理論、結び目不変量を構成する代数系などへの応
用が期待され、近年多くの研究者によって研究されている。しかし、結び目より広い概念である
ため結び目の研究手法をうまく応用できない例もあった。例えば、Goeritz 不変量など自然に拡
張結び目不変量に定義することは難しい結び目不変量が存在する。 
 
２．研究の目的 
拡張結び目に対して幾何的構造の究明、不変量の性質の解明、不変量を含めた新たな研究手法の
確立が本研究の目的である。さらに結び目や曲面結び目の研究への応用を探ることである。 
 
 
 
３．研究の方法 
幾何的構造の究明、不変量の性質の解明は関連しており並行して行う。幾何学的特徴をもつ拡

張結び目のクラスを中心に調べる。そこで得られた幾何学的に特徴をもつ拡張結び目のクラス
を中心に様々な不変量の値を計算し、不変量の性質を探る。 
不変量を含めた新たな研究手法の確立については結び目から自然に拡張結び目に定義できない
不変量や研究手法を拡張結び目に定義する方法を考察する。 
特に仮想結び目から almost classical 仮想結び目を構成する方法を構築をめざす。さらにこ

の性質に利用する結び目の研究手法を仮想結び目に拡張する。また twisted knot から仮想結び
目を構成する手法の応用も試みる。  
結び目や曲面結び目の研究への応用については それまでの研究成果を結び目の研究への適用を
試みる。 
この研究全般において研究協力者や他の研究者と打ち合わせが必要であり、新しい情報の収集
や 研究発表のために研究集会に参加することも必要である。そのための出張を予定している。 
 
 
 
４．研究成果 
結び目は 3 次元空間に埋め込まれた 1 つまたは複数の円周であるとする。特に複数の円周で構
成されることを強調する必要がある場合絡み目とする。 
 
幾何的構造については主に以下の成果が得られた。 
絡み目は 3 次元空間内に埋め込まれた複数個の円周である。絡み目を平面に射影して 2 重点に
上下の情報を与えた図形を絡み目ダイアグラムという。また、同値な絡み目の変形に対応する絡
み目ダイアグラムの変形を Reidemeister 変形という。すなわち 1 つの絡み目に対応する 2つの
絡み目ダイアグラムは Reidemeister 変形で移り合う。拡張絡み目である溶接絡み目、仮想絡み
目、twisted link のダイアグラムもそれぞれ welded Reidemeister 変形、generalized 
Reidemeister 変形、twisted Reidemeister 変形で移り合う。絡み目に次の先行研究がある。絡
み目の成分のいくつかの円周からなる部分集合も絡み目とみなすことができる。この部分絡み
目に対応する絡み目ダイアグラムの部分集合である部分絡み目ダイアグラムを取り出して、そ
れを Reidemeister 変形で異なる絡み目ダイアグラムに変形することができる。先行研究では絡
み目ダイアグラムの部分絡み目ダイアグラムはその絡み目ダイアグラムの中でその部分絡み目
に対応する任意の絡み目ダイアグラムに変形できることが示されていた。 溶接結び目ダイアグ
ラムに対しては同様な性質を持つことを示した。仮想結び目ダイアグラムに対しては同様の性
質が成立しないことが、研究代表者の提案した cyclic covering の手法を用いることによって
示すことができた。twisted link ダイアグラムに対しても double covering と cyclic covering
の手法を用いて同様の性質が成立しないことを示した。 
 
仮想結び目の不変量の性質に関して成果を得ることができた。 
仮想結び目は幾何学的には厚みのある有向閉曲面内の結び目の安定同値類に対応している。結
び目は、厚みのある 2 次元球面内の円周の同値類であるため仮想結び目は結び目のある種の拡
張であると考えられる。仮想結び目ダイアグラムは結び目ダイアグラムに仮想交点を許して定
義される。 結び目ダイアグラムのアークにあるルールをつけて番号をつけることを Alexander 
numbering という。すべての結び目ダイアグラムは Alexander numbering 可能であるが仮想結び
目ダイアグラムは可能でないものもある。Alexander numbering 可能な仮想結び目ダイアグラム



を almost classical という。この almost classical 仮想結び目ダイアグラムを代表元として
もつ仮想結び目を almost classical という。 
また仮想結び目に oriented cut point を付随させることによって Alexander numbering 可能と
なるが、このような oriented cut point の集合を cut system と呼ぶ。 この cut system と Satoh
と Taniguchi によって導入された仮想結目の不変量である n-writhe の関係を明らかにした。こ
の関係から Almost classical な仮想結び目の n-writhe は 0 であることを示すことができる。
また、m を法とした剰余類で Alexander numbering 可能な仮想結び目ダイアグラムを mod m 
almost classical な仮想結び目ダイアグラムというが、mod m almost classical な仮想結び目
の n-writhe は m を法として 0 となることも示すことができる。 さらに仮想結目ダイアグラム
の incoherent double cover は almost classical なダイアグラムとある種の同値関係があるこ
とを示した。 
 
仮想結び目及び twisted knot に対して不変量を含めた新たな研究手法成果を得ることができた。 
本研究において目標にしていた仮想結び目ダイアグラムから almost classical 仮想結び目ダ
イアグラムへの写像を構築した。その写像を利用して仮想結び目から almost classical 仮想結
び目への写像(almost classical 化写像)を導いた。 結び目不変量の 1つである Goeritz 不変量
は結び目ダイアグラムの正規性を利用して定義される。仮想結び目ダイアグラムには非正規な
ものもあるため、仮想結び目に自然に拡張できない。almost classical 仮想結び目は正規性を
持つ。そこでalmost classical化写像を利用して仮想結び目に2つのGoeritz不変量を定義し、
その応用例を示した。 
さらに twisted knot の不変量を研究した。twisted knot ダイアグラムは仮想結び目ダイアグラ
ムのアークに bar と呼ばれる情報が付加されている。その bar の付随したアークは向きづけ不
可能な閉曲面内のひねられた部分に存在する結び目ダイアグラムのアークに対応している。仮
想結び目の不変量である n-writhe はダイアグラムのループの曲面上の性質を反映した不変量で
あるが、これに bar の情報を反映した twisted knot の不変量を定義した。 
 
溶接結び目の研究は曲面結び目の研究への応用につながる。 
仮想結び目および溶接結び目の不変量の研究を行なった。仮想結び目と溶接結び目は結び目と
異なる性質を持つ。溶接結び目はリボントーラス曲面結び目に対応しており、溶接結び目の研究
は曲面結び目の研究につながる。本研究で得られた 2 つの Goeritz 不変量のうち 1 つが溶接結
び目の不変量となっていることを明らかにした。これはリボントーラス結び目の分類に寄与す
ることが期待できる。 
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