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研究成果の概要（和文）：自由確率論おける調和解析的表現であるR-変換においてレヴィヒンチン表現を考え
る。そこのレヴィ測度を符号付測度まで許した場合その表現に対応する分布が存在する時、その分布を自由擬無
限分解可能分布と呼ぶこととして、擬無限分解可能分布に対応する確率分布のクラスを自由確率論で導入した。
そのクラスに入りかつ自由無限分解可能分布でないような例を数多く見つけた。また自由擬無限分解可能分布と
同じ特性三つ組を持つ古典確率論における分布の例を見つけ、それらをつなぐことでBervcovici-Pata全単射と
呼ばれる無限分解可能分布と自由無限分解可能分布を結ぶ全単射の定義域を拡張した。

研究成果の概要（英文）：In the R-transform, which is a harmonic-analytic representation of free 
probability theory, we consider the Levy-Khintchine representation. When the Levy measure is allowed
 up to a signed measure, if there exists a distribution corresponding to that representation, we 
call that distribution a free quasi-infinitely divisible distribution, and we introduced a class of 
probability distributions corresponding to quasi-infinitely divisible distributions in free 
probability theory. We found many examples that fall into this class and are not freely infinitely 
divisible distributions. We also found examples of distributions in classical probability theory 
that have the same characteristic triplet as the free quasi-infinitely divisible distribution, and 
by connecting them, we extended the domain of the Bercovici-Pata bijection, which connects the 
infinitely divisible distribution and the free infinitely divisible distribution.

研究分野：確率論

キーワード： 自由確率論　無限分解可能分布　レヴィ測度

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
自由確率論はランダム行列などのサイズ極限における極限スペクトル分布に現れる関係をよく記述する道具とし
て確率論では馴染み深い。本研究はその中でも分布間の関係を詳細に理解することを目的としており、その意味
では近年数論などの純粋数学以外にも量子物理や統計物理をはじめとした物理学、通信理論、ファイナンス理
論、機械学習理論など様々な分野で応用されているランダム行列理論に貢献することが期待できる。また他方
で、無限分解可能分布と呼ばれるクラスは確率論でもレヴィ過程などの構成で基本的なクラスであるが、自由確
率論でも同じような考え方ができ、ダイナミクスを表現するものの基本的な考えで意義があると考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９, Ｆ－１９－１, Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
 研究代表者は無限分解可能分布の研究を行ってきた. その主たる部分は自由確率論における
無限分解可能分布である.  
  
 無限分解可能分布は Paul Levy の独立確率変数の和の研究に端を発する. この段階でも例え
ば研究代表者が興味を持っているクラス L(自己分解可能分布のクラスとも言う)が現れている. 
その後, 極限定理の研究の中で安定分布のクラスなどが深く調べられた.  
 無限分解可能分布の研究の主たる道具はフーリエ解析（確率論でいう特性関数）である. 無限
分解可能分布の特性関数の表現としてレヴィ・ヒンチン表現と呼ばれるものが基本的な結果と
してある. これは無限分解可能分布を非負の a, 実数γ, レヴィ測度と呼ばれるある可積分性を 
満たす測度νの三つ組(a, γ, ν)で特徴付けるものである. 非負の a はガウスパート, 実数γは
分布のシフトを表す. レヴィ測度νは複合ポアソン分布の極限に対応するパートを表すもので
ある. このレヴィ・ヒンチン表現, 特にレヴィ測度は元の確率分布のさまざまな情報を与えてく
れる.  
 
 確率分布で通常のレヴィ・ヒンチン表現は持たないが, このレヴィ測度を符号付き測度まで許
せばレヴィ・ヒンチン表現を持つような確率分布のことを擬無限分解可能分布という. このよう
な確率分布の存在は Linnik らの「Decomposition of random variables and vectors」
(Translations of Mathematical Monographs, Vol. 48., 1977)による研究の頃から知られていた
が, 系統的な研究はここ最近まで皆無であった.  
 
 一方, 自由確率論と呼ばれる作用素環論の自由群因子環の同型問題を動機とした非可換確率
論が１９８０年代より発展してきている. これは Voiculescu により提唱されたもので, 特に１
９９０年代 Voiculescu 自身によりランダム行列との関連が発見されたことで多くの研究者に興
味が持たれるようになった. その影響もあり, 自由畳み込みとよばれる自由確率論における畳
み込みの計算やそれに関連した自由調和解析の理論が発展した.  
 ２０００年に自由確率論における無限分解可能分布（自由無限分解可能分布という）と確率論
の無限分解可能分布が一対一対応するという結果が得られた. その対応は Bercovici-Pata 全単
射と呼ばれており, 自由確率論における R-変換（フーリエ変換の対応物）に対する自由レヴィヒ
ンチン表現と呼ばれる解析的表現でも対応が表される. なお自由無限分解可能分布も無限分解
可能分布の場合と同様, その R-変換が非負の a, 実数γ, レヴィ測度で特徴付けされる. この自
由無限分解可能分布の特徴付けをする三つ組(a, γ, ν)を自由三つ組と呼ぶこととする.  
 これらは全て自由確率論における極限定理の研究から発見されたブレイクスルーで, これを
きっかけとしてより詳細な自由無限分解可能分布の構造に興味が持たれるようになった. この
ような中で研究代表者は自由無限分解可能分布やそのサブクラスの自由自己分解可能分布(自由
L分布)に興味を持ってそれを調べてきていた.  
 
 自由確率論における自由無限分解可能分布の明示的な例はまだまだ少ない. 半円分布, マル
シェンコ・パスツール分布と呼ばれる確率論におけるガウス分布, ポアソン分布に対応するもの
以外では例は少ない. 多くの場合その解析的変換は計算できても明示的には分布がかけないよ
うなケースが多い. ちょっとでも摂動項を加えるとすぐにその計算が立ち行かなくなる. 一方
で, 具体的な計算はできなくても implicit な形での計算を継続することでいろいろな分布の情
報を 
R-変換やレヴィ測度から得ることができる. たとえば自由無限分解可能であればその確率分布
は高々一点のアトムをのぞき, ルベーグ測度に絶対連続なパートのみになることが分かってい
る. 確率論でいうポアソン分布のような離散無限分解可能分布は自由無限分解可能になりえな
い.  
  
 このような研究の流れの中で研究代表者はとある問題をきっかけに確率分布で通常の自由レ
ヴィ・ヒンチン表現は持たないが, この自由レヴィ測度を符号付き測度まで許せば自由レヴィ・
ヒンチン表現を持つ確率分布が存在しそうなことを数値計算から得た. これをきっかけに自由
擬無限分解可能分布を導入しその構造を調べて見ようということを考えた.  
 
 
２．研究の目的 
 
 研究の目的の一つ目は研究の背景にある通り, 数値解析からその予想を立てた自由擬無限分
解可能分布の存在を確認すること, この解析的表現から Bercovici-Pata 全単射の定義域を確認



できないか, ということである.  
 自由畳み込みとよばれる自由確率論における畳み込みの計算やそれに関連した自由調和解析
の理論は Voiculescu がそれを導入して以降, 大きく進展してきている. その同期は２つで一つ
は自由無限分解可能分布は畳み込み半群を生成するのでその様子を知るためにその対応する分
布の性質を引き出すこと, もうひとつは複素関数論的な側面から従属操作（subordination）を
使った技術がどのようにつかえるかということである. これらの手法をうまく使って自由擬無
限分解可能分布に対して自由無限分解可能分布とは異なる性質を見つけ出し, 自由畳み込みに
関連するより深い数学的な事実を拾い出すということが研究の一つの目的となる.  
 また研究成果の方でも書くが Bercovici-Pata 全単射の定義域を拡張する一つのアイデアにな
ると考えた. 無限分解可能分布と自由無限分解可能分布はそのレヴィヒンチン表現で対応して
いるので, 極限定理由来でその定義域の拡張を考えるより, レヴィヒンチン表現のレヴィ測度
をも少し緩い条件で考えれば Bercovici-Pata 全単射の定義域を拡張することが可能なのではな
いかと考えた. このアイデアを実現することが本研究課題の目的である.  
 
 
３．研究の方法 
 山口大学堀田一敬氏, Wroclaw 大学の Wojtek Mlotkowski 氏, 北海道教育大学の植田優基氏
との共同研究で中心部分の研究を行った. そのための共同研究者の訪問や関連する研究をおこ
なっている研究者の招聘などを行った. また, 研究期間途中で派生したブール無限分解可能分
布アイデアを得て解決するのに北海道大学長谷部高広氏との議論や統計数理研究所野場啓氏を
訪問するなどを行った. 研究期間は多くがコロナ禍の中であったのでオンラインで研究活動が
継続できるようにそのためのカメラ・マイクなどの設備投資も行い, オンラインでの議論や研究
成果発表を行った.  
 また本研究に興味をもち様々な助言をくれたメキシコ CIMAT の Octavio Arizmendi を１０
日間の訪問と１ヶ月弱の訪問をし, 関連する様々な議論を行った. 本研究についていくつかの
講演の機会をもらい, 京都大学や量子情報理論に関連する研究集会でニューヨーク大学アブダ
ビ校を訪問し, そこで議論を重ねた.  
 
 
４．研究成果 
 
 本研究課題の期間にまず主題である自由擬無限分解可能分布についての論文を山口大学堀田
一敬氏, Wroclaw 大学の Wojtek Mlotkowski 氏, 北海道教育大学の植田優基氏と作成し「On 
freely quasi-infinitely divisible distributions」としてアーカイブへ投稿(arXiv:2107.09473), そ
の後専門誌「ALEA. Latin American Journal of Probability and Mathematical Statistics」へ
投稿し, 20 (2023), no. 2, 941–971に掲載された.  
 まず, 自由擬無限分解可能分布をレヴィヒンチン表現に基づいて定義した. まず自由レヴィ
ヒンチンの表示式で自由レヴィ測度の部分を符号付き測度まで許して, 拡張された自由三つ組
(a, γ, ν)を考える. それが R-変換である, すなわちその形を R-変換としてもつ確率分布がそ
んざいするとき, その関数の形から確率測度は一意に定まるのでそれを自由擬無限分解可能分
布と呼ぶことにした.  
 この定義により確率論と同様に確率分布の分解問題としての意味を持たせることができる. 
このことについては定義からほぼ自明にしたがう. 次にその R-変換の表示からわかることを調
べた. たとえば確率分布の性質を明らかにした. 自由擬無限分解可能分布は自由無限分解可能
分布と同様に高々一点のアトムをのぞき, ルベーグ測度に絶対連続なパートのみになる. ただ
し, 自由無限分解可能分布の時にように分布の滑らかさは保証されない.  
 次に自由擬無限分解可能分布を複素関数論の従属操作の方法を援用する形生成する方法を提
案した. 具体的には従属操作に使う分布をコーシー分布にするのである. コーシー分布はコー
シー変換や逆数コーシー変換, R-変換などの形が非常によく計算が上手くいく. コーシー分布と
半円分布やマルシェンコ・パスツール分布などの自由畳み込みの意味での「引き算」を考えて自
由擬無限分解可能分布を生成した. このやり方では少々分布の形は複雑になるが明示的にその
確率分布を書くことができる. 以下にいくつかその分布の概形を書く. 先がとんがっているよ
うな形の分布や途中で微分不可能な点がしばしば登場するのが特徴的である.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
これらの点はレヴィ測度が負の値を持つ点に登場しており, レヴィ測度が負のアトムを持つこ
とが確率密度関数の微分不可能性を出すことを示唆している.  
 
次にこれらの生成方法で作った自由擬無限分解可能分布に対して, 拡張された自由三つ組(a, γ, 
ν)を確率論において考えたとき, 擬無限分解可能分布が存在するかという問題が上がる.  
実際そのようなものが存在すれば, Bercovici-Pata全単射をより広い確率分布のクラスに拡張で
きないかという Bozejko の問題を解いたことになる. 確率論においてその関数がある確率分布
のフーリエ変換であるか否かというのは肯定的なことを示すのは難しいがポイヤの定理という
古典的な結果を使うことでその対応する確率分布が存在するケースが確認され, Bercovici-Pata
全単射が拡張できる部分を明示的に示すことができた.  
 
 副産物としてブール確率論における自己分解可能分布についての研究を行った. ブール確率
論においては全ての確率分布がブール無限分解可能になりその解析的表現はレヴィヒンチン表
現は持ちブール三つ組(a, γ, ν)も考えられるものの, 符号付き測度のレヴィ測度を考えた時
点で対応する確率分布は存在しない. しかし, 狭いほうの自己分解可能分布についてはブール
自己分解可能分布を考えると正規分布がブール自己分解可能分布でないケースが発見された. 
具体的には平均/分散比にそれが依存することがわかった. これは確率論・自由確率論と大きく
異なる点でブール確率論の場合には自己分解可能分布の単峰性なども成り立たないため, 以下
に自由確率論が確率論における無限分解可能分布の理論の痕跡をきれいに残しているか, とい
う証拠になっている. この研究を北海道大学長谷部高広氏, 統計数理研究所野場啓氏, 北海道教
育大学の植田優基氏と議論し論文「On Boolean selfdecomposable distributions」としてまとめ, 
Studia Math. 274 (2024), no. 2, 129–151に掲載された.  
 
 また非可換確率論観点からのランダム行列に関連する研究も行った. いわゆるアウトライヤ
ーとよばれるランダム行列の外れ固有値についての研究をかなり深めた. 具体的には非可換確
率論観点からのランダム行列のアウトライヤー研究で発見した巡回的単調独立性を実現する（非
ランダムな）行列（のテンソルを使った）モデルを京都大学の Benoit Collins氏とドイツ・ザー
ルランド大学の Felix Leid 氏とともに見つけた. このモデルは単に巡回的単調独立性を実現す
るだけでなく, 単調独立性を実現するモデルも構成できる. これにより「巡回的」な性質が出る
場合をよりよく理解できるのはでないかと考えている. その結果を論文「Matrix models for 
cyclic monotone and monotone independences」としてまとめ , アーカイブに投稿後
(arXiv:2202.11666), 専門誌に投稿中である.  
 
それをもとにランダム行列のアウトライヤーの摂動についての研究を上記２名に加えて北海道
大学長谷部高広氏と藤江克徳氏と行った. ランダム行列のアウトライヤーの摂動については必
ずしもガウス型の摂動とはならずに以下のような指数分布の混合のような分布が出ることもあ
ることが確認できた.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
このような結果は非自明で元のランダム行列の情報をどの程度復元できるかは興味深いと考え
ている. それを論文として「Fluctuations of eigenvalues of a polynomial on Haar unitary and 
finite rank matrices」としてまとめ, アーカイブに投稿後(arXiv:2309.15396), 専門誌に投稿中
である.  
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