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研究成果の概要（和文）：当研究において、熱方程式およびそこから派生し一般化された線形放物型方程式に対
し、ポテンシャル論的手法および関数空間論的手法を用いて解析を行なった。方程式としては、分数冪を用いた
放物型作用素の有限回繰り返しを考えることとし、それをもとにした関数空間としては、ベルグマン形空間とブ
ロッホ型空間が主な研究対象である。今回は繰り返しの回数は2回にとどまったが、徹底的に解析することによ
って一般化への手がかりを得ることができた。

研究成果の概要（英文）：In the present research, we studied the heat equation and more general 
linear parabolic equations by using potential theory and function space theory. We considered spaces
 of solutions of such parabolic equations on the upper half space, which are analogue of Bergman 
spaces and Bloch spaces. Hence, we established a reproducing property for functions in the space 
induced by two parabolic Bloch spaces with application to the  dual space of bi-parabolic Bergman 
spaces.

研究分野：ポテンシャル論

キーワード： 熱方程式　ベルグマン空間　再生核　ジャンプ過程　多調和関数　多放物型関数　双対空間　ブロッホ
空間

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
一般的に言って、関数の性質を調べるとき、性質のよくわかった、あるいは良い性質を持った関数で近似するこ
とによって目的に到達しようと考えることは非常に有効である。今のところ我々の研究においては2回の繰り返
しにとどまっているが、この回数をふやしていくことによって関数空間は大きくなり、関数を近似する目的に適
うものが得られることが期待される。もう一つの視点は、分数べき放物型作用素とラプラス作用素との関連で、
これはポテンシャル論的に興味深い問題である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 
 ポテンシャル論は、リーマン面上の解析関数の存在に関してラプラス方程式のディリクレ境
界値問題の解の存在と一意性の研究などから進展してきた。近年では、マルコフ過程などの確論
との密接な関係からの寄与もあり、複素函数論、確率論、リーマン幾何学、関数空間論などの分
野が交錯する研究分野として発展してきた。また、ポテンシャル論の研究対象としては放物型方
程式もラプラス方程式などの楕円型方程式と同様に興味深い対象である。 
これまでの研究においては、非常に特殊な状況における熱方程式に関する正値解の構造が定
義域の理想境界の理論との関連での研究が進められていた。また、理想境界の一つであるマルチ
ン境界に関してはラプラシアンでなく分数冪ラプラシアンに対する研究が進展してきていた。
その放物型版の研究にとりかかることは自然な流れと言える状況であった。 
そして、解のなす関数空間としてわれわれが導入し研究してきた放物型ベルグマン空間や放
物型ブロッホ空間に関しては、再生公式、双対空間、射影の有界性、調和双対の概念の一般化と
有界性などの研究が進展し、放物型作用素を繰り返し作用させることに対応した多放物型関数
の空間の研究に取りかかり始めたところであった。もっと具体的には、半空間において、重みの
ない場合の多放物型ベルグマン空間を導入し、その再生核および再生公式の明示的表示の研究、
そして、その多調和ベルグマン空間の研究への応用が研究されていた。 
 また、多調和ベルグマン空間の研究に関しては、放物型方程式からではなく複素函数論からの
アプローチもあり、ポリアナリティックベルグマン空間からの応用として研究が進んでいる。こ
の空間は放物型作用素の繰り返しではなく、コーシー・リーマン作用素の繰り返しを考えて構成
されるもので、その上のテープリッツ代数に関するものなど深い研究が進んでいる。調和関数の
空間への応用は、その手法の点から実 2 次元の場合に限られるものの、高次元化を考える上で
参考にすべき状況にあるといえる。 
 
 
２．研究の目的 
 
 上記背景のもと、本研究の目的は、放物型方程式に関して、解空間の構造と底空間の幾何学的
状況などとの関係を解の積分表示などポテンシャル論的手法を用いて詳細に解析し、さらに関
数空間論的考察を加えることである。本研究における対象の放物型方程式は、不定軽量も視野に
入れた多様体上の熱方程式、およびそのイテレイション、そして分数ベキラプラシアンを含むジ
ャンプ確率過程に対応した放物型擬微分方程式である。また、解析対象の関数空間としては、ベ
ルグマン型空間およびブロッホ型空間である。もちろん、それ等の研究を通して、調和関数や多
調和関数の空間に関する知見を得ることも重要な目的の一つである。 
 もう少し具体的に述べたい。これまでのわれわれの研究の流れから、本研究で特に力を入れて
取り組むべきと考えていたものは、放物型ベルグマン空間、放物型ブロッホ空間および多放物型
ベルグマン空間の関数空間としての性質の解明、特に再生核が存在するかどうか、そして存在す
るならばそのできるだけわかりやすい具体的表示および、その境界挙動、さらにその応用として
の双対空間の具体的実現である。さらに研究を進めていくために導入されるであろういくつか
の関数空間の最適な定義の追求、すなわち単に技術的な理由で設定したのではなく定義が自然
であることを保証する様々な方面からの特徴づけの探求が重要なテーマである。 
 そのためには、関数空間の間の作用素が本質的な役割を果たすと考えられる。特に、テープリ
ッツ作用素とハンケル作用素およびそこから派生する様々な作用素は基本的であろうと思われ
る。ただし、それらの作用素をどう定義するのかということから始める必要があるので、問題は
単純ではない。古典的な単位円板上の正則関数からなるブロッホ空間を例にとれば、反正則関数
をシンボルとする重みつきベルグマン空間上のハンケル作用素やリトルハンケル作用素の有界
性によってシンボルの複素共役がブロッホ空間に属することが特徴付けられることが知られて
いるが、状況は、重みや可積分指数が複雑に絡み合った微妙なもので細心の注意が必要になる。
われわれの場合にこれらの状況を整理し放物型方程式の本質にこの方面から迫ることが、本研
究の目的と言える。 
 
 
３．研究の方法 
 
 まず、研究経費の支出についてであるが、数学においては研究を進めるためには他の研究者と
の研究連絡をこまめに取ることが、文献の調査とともに必要不可欠である。したがって、本研究
においては研究費の大半は旅費に充てられることとなった。また物品費としては、図書およびコ
ンピューターの購入のために使用した。 
 



 次に、研究へのアプローチの方法について研究分担者の役割分担とともに述べる。 
 まず、放物型方程式の正値解の空間の研究については、解を保つ変換の研究として、下村勝孝
が担当した。多様体が不定計量になる場合も視野に入れ、変換の決定問題解決のため等角写像の
研究から始めることとなった。 
 次に、多熱方程式の研究については、研究代表者の西尾昌治と研究分担者の下村勝孝に加えて、
岐阜大学の菱川洋介、山田雅博を研究協力者として迎え、共同研究として進めた。解のなす関数
空間の構造の解明のため、まずは再生公式とその応用としての双対空間の研究を作用素の 2 回
の繰り返しから始めることにした。 
 最後に、分数ベキラプラシアンを含む放物型擬微分方程式の研究では、確率論的な立場からの
研究は研究分担者の竹内敦司が担当した。また、関数空間論的な立場からの研究では、研究分担
者の下村勝孝、研究協力者の菱川洋介、山田雅博とともに研究代表者の西尾昌治が放物型ブロッ
ホ空間の性質、特に、再生核、同型対応、双対性、可積分性などについて精査するところから始
めた。また、調和関数との関連は、問題意識として重要であると認識しており、研究が節目を迎
えるたびに検討することとした。 
 
 
４．研究成果 
 
 当研究においては、大まかに次の３つの研究テーマに基づいて研究が進められた。１つ目は
「放物型方程式に関する理想境界に関する研究」２つ目は「多重放物型方程式に関する研究」そ
して３つ目は「放物型ベルグマン空間、放物型ブロッホ空間などの放物型方程式の解のなす関数
空間および関連する作用素に関する研究」である。以下、各研究テーマごとの研究成果を今後の
課題とともに述べる。 
 
第１の放物型方程式に関する理想境界に関する研究では、基礎となる熱方程式について、その
解を保つ変換の研究を分担者の下村勝孝が中心となって進めてきた。研究開始当初の問題意識
はラプラシアンが不定計量の場合も含め変換の形を決定することにあった。その解決にはいた
らなかったものの時間変換の部分に関しては、全ての有理関数が変換の対象になりうることが
明らかになった。また、ベイトマン型の空間変換を持つカロリックモルフィズムが存在するかど
うかをある対称性を持つ計量に対して考察した。 
 
 第２の多重熱方程式については放物型方程式を熱方程式から擬微分方程式に少し一般化して
関数空間を設定した。研究開始年度には半空間上の重みつきベルグマン型空間の考察を行い、再
生核、双対空間に関する結果が得られた。その結果は国際会議で発表することとなった。次にブ
ロッホ型空間が問題になったが、なかなか進展せず一般の場合は半分の結果にとどまっていた。
そこで作用素の繰り返しの回数を 2回に限定して考察した結果、再生公式を得ることができ、さ
らに双対空間が決定された。これらの結果は 2021 年に論文発表をおこなったが、その双対空間
実現の対応には少し不満が残った。そこで、さらにこの方向で研究を進め、最終年度の 2023 年
に自然な形で双対空間を与えることができた。しかしそのために確立した再生公式は核がない
人工的なものになってしまった。このあたりのからくりを解明し、作用素の繰り返しの回数を一
般にすることが今後の課題として残されることになった。 
 
 最後に、分数ベキラプラシアンを含む放物型擬微分方程式の研究では、研究分担者の竹内敦司
はジャンプのある確率微分方程式の研究を進め、リーマン多様体上の解の部分積分公式や勾配
公式、漸近展開に関する結果を得た。また、放物型方程式の解の空間の一つであるブロッホ空間
に属する関数に対する分数冪微分に関しては、可積分性を考慮すると現れる指数に関する条件
が悪く、それが前項で述べた作用素の繰り返しの回数 2 回の制限がかかる技術的な障害になっ
ている。さらに、目的の一つである半空間上の調和ブロッホ空間との関連が調和ベルグマン空間
の場合より弱く、更なる研究の進展に期待したいところである。 
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