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研究成果の概要（和文）：量子多体系の時間発展はハミルトニアンと呼ばれる演算子で与えられる。ハミルトニ
アンのうちスペクトルギャップがあるもの、の分類問題が本研究のテーマである。分類の基準は、二つの、ギャ
ップを持ったハミルトニアンは、ギャップを閉じずに滑らかに移り合う時、同値とする。これに対称性を入れた
分類も興味が持たれている。本研究では、この対称性を入れた系の分類であるSPT相の分類問題について空間次
元1、2次元での不変量を導出した。また、トポロジカル相と呼ばれる相を特徴付けるエニオンと呼ばれる励起を
導出し、それが分類の普遍量であることを示した。同様の結果は多くあるが、本研究の特徴は、一般の状況を考
えていることにある。

研究成果の概要（英文）：Operators, called Hamiltonians give the dynamics of quantum many-body 
systems. The classification problem of Hamiltonians with a spectral gap is the subject of this 
research project. Two Hamiltonians are equivalent if we can connect them without closing the 
spectral gap. The version with symmetry also plays an important role. In this research project, we 
derived SPT-phase invariants in one and two spatial dimensions. We also derived the so-called anyon 
which characterizes topological phases. We consider such problems in general settings.

研究分野：量子統計力学

キーワード： 量子統計力学

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
スペクトルギャップを持った量子多体系は量子計算機を実現するものとして注目されている。本研究はその基本
的な性質、数学的な性質を明らかにする研究成果としての意義がある。特に、本研究の特徴として、量子多体系
の第一原理、ミクロな法則から出発していること、モデル解析のみならず最終的には一般的な系での結果を出し
ていること、数学的に厳密であること、が挙げられ、本アプローチの利点ということができる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
近年, スペクトルギャップを持つハミルトニアンの分類問題は理論的及び応用上の観点から
様々な物理系において注目をあつめている.しかし研究開始当初の時点では, その多くの解析は,
数学的に厳密でなかったり,あるいは厳密であっても, 特殊なモデルについての解析となってい
たりしていることが多かった.特に空間次元一次元では primitivity と呼ばれる比較的強い仮定
を課した Matrix product state(MPS)を用いた解析が広く行われていた. 二次元においても
PEPS と呼ばれる MPS の二次元版に対応するモデル群について解析が行われていた.これらは
テンソルネットワークと呼ばれ, 扱いやすい上に興味深い結果を導出しうるモデル群であるが, 
完全に一般的な枠組みであるかと言われるとそうではない.  
 
 
 
２．研究の目的 
 
量子スピン系上の, 局所的な相互作用によるハミルトニアンは,古くから研究されている数理物
理学の基本的な対象である.このうち基底状態でスペクトルギャップを持つものは, 物理的には
正常相と見ることができる.この正常相全体が,どの様に繋がっている,あるいは繋がっていない
のか明らかにする, すなわち,基底状態でスペクトルギャップを持つハミルトニアンの集合の,
「二つのハミルトニアンは, それらが,スペクトルギャップのあるハミルトニアンの連続な路に
よりつなぐことができれば,同じクラスに入る」という同値関係による分類問題が本研究のテー
マである. 
 
３．研究の方法 
 
基底状態にスペクトルギャップを持ったハミルトニアンの分類問題は非常に広範囲の数学者,物
理学者によって研究されている.その中で、本研究の特徴は、統計力学の第一原理にのっとった、
数学的に厳密な研究であるということである.すなわち、ミクロスコピックな量子統計力学のモ
デルから出発して、どのように分類がなされるかというそもそもの始まりの問題に興味がある. 
これは, 場の理論を用いたアプローチと対をなし,我々のゴールの一つは, 場の理論や圏論等を
用いた議論で予想されたことがミクロなモデルから実際に出るのか否かを明らかにすることに
ある.（もちろん数学的な構造が異なるので、一致しない可能性は大いにある.）また、我々の研
究では,多くのモデルについて解析を行いながら, 最終的には一般論を構築することを目標とす
る.さらに、これらのこと全てを数学的、解析的に厳密に行う,という点が我々の研究を特徴付け
るものと言える.こういった解析の設定、および道具として, 作用素環論を用いる. 
 
 
４．研究成果 
 
(1)     Lieb-Schultz-Mattis type theorem というのは, ある種の条件のもと, 「基底状態で
スペクトルギャップが開いている」という状況は起こり得ない,という,本研究テーマと深く関
わる定理である.これまで, 連続群については Lieb-Schultz-Mattis をはじめとする数学的に厳
密な結果が古くから知られていた. 一方有限群については,物理の論文で, MPS による解析が知
られていたが,数学的に一般の設定では知られていなかった. 田崎晴明氏との共同研究で, 一次
元量子スピン系についてこれを行った.さらにその後の田崎氏と立川氏との共同研究で新たな手
法により新しい同種の結果を得た. 
 
(2)     On-site の有限群による対称性,及び reflection 対称性について,一次元量子スピン
系 SPT 相の研究を行った. SPT 相というのは, 基底状態（最低固有値状態の固有ベクトル）にギ
ャップのあるハミルトニアンのうち,(自明相とギャップを保ちながら繋がっているという意味
で) short range entanglement をもち.与えられた対称性を満たすものの分類である.二つのハ
ミルトニアンは,対称性を保ちながら移り合う時同値とみなす.このような問題を考えるときに
数学的に自然なアプローチは,何らかの index を定め,それが不変量であることを示す,というも
のだ.実際 MPS を元にした解析で ある index が提唱された. 問題は, 全ての系が MPS ではない
ため, これが部分的にしか定義されていない index であるということだった. 全体で定義され
ていないため, それが不変量であるかという問題は意味をなさない.本研究ではまず一般の SPT
相について定義できる index を定め, さらにそれが実際に不変量であることを数学的に厳密に
示した.解析には, 松井氏により作用素環論で研究されていた split property という性質と, 



量子統計力学で Hastings により導入された automorphic equivalence を用いた. 
 
 
(3)     (2)で用いた automorphic equivalence はもともと有限系で導入されたもので, 無限
系の話にするには熱力学極限を取るという操作を行なっていた. これは理論的にはあまり嬉し
くない状況であったため, 直接無限系についてautomorphic equivalence を示すことを行った.
有限系での証明は有限次元性をあからさまに用いた無限系では通用しない証明となっていたた
め,証明には根本的に新しいアイデアを用いた.その際, Lieb-Robinson bound と呼ばれる時間
発展の局所性の評価を繰り返し用いた.これは Alvin Moon 氏との国際共同研究である. 
 
(4)     (2)で示したのは, 定義した index が不変量であるということであった.完全不変量で
あるかは未解決である. しかし,この量は, 基底状態が「エタングルメントが小さく対称性が破
れていない」という条件を保つ変換で移り合うか否か、という分類の完全不変量になっているこ
とは示した.具体的には, split property という性質を持たす純粋状態で, 与えられた対称性
を満たすものの分類を考えた. 量子スピン系上の純粋状態の homogeneity というのは古く
Powers の時代から知られているが,その後多くの技術面での進歩があり, 特にこの論文では, 
Kishimoto-Ozawa-Sakai による一般の設定での証明技術を利用した. 
 
 
(5)一次元フェルミオン系における SPT 相の分類問題を考え,invariant を厳密に導出した.これ
は, 物理学者によって予想されていたものと一致している. さらに,frustration free と呼ば
れる性質を持つ並進不変なハミルトニアンの基底状態から MPS のフェルミオン版を導出した.こ
れは Bourne 氏との共同研究である. 
 
(6)2 次元量子スピン系における SPT 相の分類問題について,物理学者により予想されていた群
子ホモロジーに値をとる invariant の存在を厳密に示した.証明には, まず群作用を上半平面に
制限するということを行う. これによって, x 軸近傍にほぼ局在化した励起が見られる. この
励起がある意味で一次元ギャップ系のようにみえ, split property に相当する性質を満たすこ
とを用いて, 不変量を導出した. 
 
 
(7)2 次元フェルミオン系における SPT 相の分類の不変量を導出した. これは, 場の理論で予想
されているものに比べて,ある種二重化が起こっているという意味で異なっている. 場の理論で
は CRT-対称性と呼ばれる対称性が自動的に成り立っている一方, 我々の格子系ではそのような
対称性は成り立っていない. そこで, 格子系において CRT-対称性を手で入れてみたところ, 上
記二重化が解消し, 予想された値に帰着した. 
 
  
(8)2 次元トポロジカル相において, 物理の論文で 10年以上前から言われていたことは, anyon
という励起があり, この存在が long range entanglement を意味するということであった.し
かしながら, これに対応する一般的な数学的な結果が存在しなかった.本研究で Algebraic 
quantum field theory の DHR 理論を参考に, superselecction sector というものに着目
し,Naaijkens 氏と共に非自明な superselection sector の存在が,long range entanglement の
存在を意味することを示した. 
 
(9)(8)の anyon についての解釈は, superselection sector が実際に anyon と思える性質を持
たなければ意味がない. 本研究では, approximate Haag duality という Algebraic quantum 
field theory で要請されるのよりも弱い条件のもと,superselection sector が組紐 C*圏をな
すということを示した. 
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