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研究成果の概要（和文）：本研究は、ヒルベルト空間上の作用素論、特にMond-Pecaricの手法による作用素不等
式に関する研究の成果を基に、情報幾何学や量子情報理論の様々な幾何学的様相に絡んだ定量的な評価を中心に
考察した。特に、Umegaki相対エントロピーやFK相対エントロピーに関連した正次数のTsallis型相対エントロピ
ーをつなぐpathを構成し、実次数として統合的に扱うことができることを示し、さらに、非可換性の故の困難さ
は、スペクトルによる定数を用いた評価でその差異の上限を与えた。また、多変数幾何平均の情報幾何学への応
用のために、基本的な不等式として、Ando-Hiai型不等式を再構成し、諸性質を考察した。

研究成果の概要（英文）：This study is based on the results of research on operator theory on Hilbert
 spaces, especially on operator inequalities by Mond-Pecaric's method. We focuses on quantitative 
evaluation involving various geometric aspects of information geometry and quantum information 
theory, and we study the paths of Tsallis relative entoropy of real order, which is related to 
Umegaki relative entropy and FK relative entropy. The difficulty due to non-commutativity was solved
 by using the constant by spectral evaluation. Furthermore, in the framework of matrix theory, we 
reformulated the Ando-Hiai type inequality as a basic inequality for the application of multivariate
 geometric averages to information geometry, and discussed its various properties.

研究分野： 解析学基礎／作用素論

キーワード： 情報幾何學　作用素論　エントロピー　行列幾何平均　作用素不等式　多変数幾何平均

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
正定値行列の非可換性の故に、量子情報理論の理論的な枠組みの構成は困難を極めている。今回、ヒルベルト空
間上の作用素論での様々な成果、特にMond-Pecaricの手法による作用素の諸性質の定量化が、量子情報理論に新
たな視点、見方を与えることを示した。この研究が出発点となり、情報幾何学を含めた量子情報理論が次の新し
い段階に進むことを可能にしている。これらのことが、数学の基礎理論としての作用素論の重要性を、その非可
換構造としての作用素Jensen不等式や多変数版幾何平均の諸性質の解明を通して、明らかにできたことの意義は
大きい。これらの成果はWebページを通じて海外の多くの研究者が閲覧している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景：申請者は、これまで研究してきた作用素平均・作用素不等式の基礎的
な結果を、2012 年に、 
M.Fujii, J.Mićić Hot, J.Pečarić and Y.Seo, Recent Developments of Mond-Pečarić Method in 
Operator Inequalities, Monographs in Inequalities 4, Element, Zagreb, 2012 
にまとめ、Mond と Pečarić が共同で開発していた Jensen の不等式の逆関係不等式をより一般
的な枠組みで捉えることにより、その方法を Mond-Pečarić の手法として確立し、ヒルベルト空
間上の作用素そのものの不等式や作用素ノルム不等式などをもう一段階、上の視点から考察を
行い、様々な結果を統合、整理した。そのような流れの中で、近年、工学、情報幾何学、量子情
報理論などの分野の作用素論的な枠組みの構築の密接な関連の必要性が喫緊の課題として上が
ってきている。しかし、情報幾何学や量子情報理論におけるさまざまな幾何学的内容は、ヒルベ
ルト空間上の線形作用素の枠組みの中では、必ずしも具体的に明らかになっていない。また、行
列や作用素の文脈での様々なエントロピーやダイバージェンスなどの評価を中心とした研究も
進んでいるとは言えない。そこで、申請者は、その課題を克服するために 2016--2018 年度の基
盤研究(C)の研究において、多変数作用素幾何平均を非正則な行列や作用素に拡張し、それによ
り、負べきに対する Tsallis 相対作用素エントロピーの性質を明らかにした。さらに、作用素論
における成果を深めることで、情報幾何学や量子情報理論における幾何学的な構造に関する研
究を深めることができると考える。 
 
２．研究の目的：ヒルベルト空間上の作用素不等式や行列解析で研究してきた手法をもとにして、
情報幾何学や量子情報理論などの分野のさまざまな幾何学的様相に絡んだ定量的な評価、例え
ば、Rényi エントロピー、Tsallis エントロピーやその相対エントロピー、相対作用素エントロ
ピー、ダイバージェンス、測地線などを中心に考察し、作用素論的な枠組みの構築と、それらの
分野との関連を明らかにし、応用を広げることが本研究の目的である。具体的な研究項目は、 
（１）作用素論に基づく情報幾何学や量子情報理論における幾何学的構造の解明とその関連性 
（２）多変数作用素幾何平均の情報幾何学や量子情報理論への応用 
であり、情報幾何学や量子情報理論への大きな影響や新しい視点を与えるものである。 
 
３．研究の方法：研究目的のところで述べたように、作用素不等式におけるこれまでの成果を踏
まえ、その応用として、幾何学的な考察に基づいて、情報幾何学や量子情報理論との関連性やそ
の応用、多変数幾何平均の理論とのかかわりを通して、作用素論的な視点から情報幾何学の幾何
学的な構造の解明を目指す。そのために、初年度は、精力的に作用素論と情報幾何学との関連を
研究されている藤井淳一氏と、共同研究をさらに進め、この課題に精力的に取り組む。藤井淳一
氏は、これまでの科研（基盤研究（C)(一般))での研究成果をもとに、作用素論と情報幾何学と
の基本的な道具立てを揃えることに成功している。申請者は、ヒルベルト空間上の有界線形作用
素及び行列に関する作用素（行列）不等式とその応用に関する研究を進めてきたが、今回、申請
者の作用素不等式の視点をもとに、情報幾何学、量子情報理論、信号解析理論の基礎研究に、さ
らにもう一歩踏み込んで、それらの幾何学的構造を明らかにし、その応用や従来の概念との関連
性を見出していきたいと考えている。申請者は、多変数作用素幾何平均を作用素不等式の視点で、
その非可換性やそれらの作用素論的な性質を明確にした。その結果を、他分野、特に情報幾何学
や量子情報理論および信号解析理論とのかかわりにおいて発揮したいと考えている。また、申請
者の研究の中心分野は、研究のスタートから、「作用素平均」特に、藤井淳一氏らが提唱した相
対作用素エントロピーの一般化である作用素平均とかかわり、作用素不等式の視点からの考察
も行った。さらに、正定値行列全体が作る Riemann 多様体上の測地線の幾何学的な性質も、作用
素不等式の視点での考察の応用の深さを示すことができたと考えている。現在は、その端緒に着
いたばかりで、理論構成も十分なものになっているとは言えない。研究目的のところで、指摘し
た対応表に基づき、新しい視点でこの最新の分野に、応用できることを目指している。具体的に
は以下のことを明らかにする。初年度は、研究分担者である藤井淳一氏との研究集会の開催を通
じた研究交流や資料収集を中心として、作用素論的な視点で、情報幾何学や量子情報理論の枠組
みを明確化するための土台作りとし、これまでの作用素論が築いてきた基礎理論との十分な連
携を新しい視点で構築する。次年度以降は、 測地線の幾何学的考察の作用素不等式の観点から、
情報幾何学や量子情報理論を、行列・作用素の枠組みで新たに捉え直し、その定量的な評価を中
心に考察を行う。さらに、国内外の研究者との交流を通じて、新しい視点や観点を持ち、私たち
自身の知見を伝えたいと考えている。 
 
４．研究成果：本研究は、ヒルベルト空間上の作用素論、特に、凸関数に対する Mond-Pecaric
の手法による作用素・行列不等式、ノルム不等式及びトレース不等式に関する研究の成果を基に、
情報幾何学や量子情報理論などの様々な幾何学的様相に絡んだ定量的な評価を中心に考察をし
た。雑誌等に掲載された、当該研究課題に密接に関係する論文の内容の概略は、下記のとおりで
ある。 



（１）実次数の Tsallis 相対エントロピーに関する行列トレースノルムについて 
量子情報理論において、Tsallis 型相対エントロピーはいくつか提案され、多くの応用が示さ

れている。次数 0の場合が、Umegaki 相対エントロピーや FK 相対エントロピーに対応し、Tsallis
型相対エントロピーはそれらの１径数拡張になっている。Hiai-Petz は初期の段階で、Umegaki
相対エントロピーと FK相対エントロピーをつなぐ連続な path の構成に成功していた。次に、柳
-栗山-古市により、正次数における Tsallis 型相対エントロピーをつなぐ path を構成したが、
それは、次数 0 の場合を含んでいなかった。前回は、負次数の Tsallis 型相対エントロピーの
path を構成したが、今回、正次数の場合の Tsallis 型相対エントロピーをつなぐ path を構成で
きた。それには、作用素論における Furuta 不等式がその評価において大きな寄与を果たした。
これにより、実次数で統一的な見方が可能になった。さらに、1径数拡張の関係式は限定的には
知られているが、その差異がどのくらいあるのか、また、それ以外では、どのような関係が成り
立っているのかについては、あまり議論されていなかった。それは作用素や行列の非可換性が大
きな障害になり、うまく諸性質を解明できなかった点にある。今回、Mond-Pecaric の手法を用
いることで、対応する作用素や行列のスペクトルに関係する定数を用いて、その作用素・行列の
諸性質の上限の評価を与えることに成功した。 
 
（２）多変数幾何平均に関するいろいろな性質について 
 多変数幾何平均の量子情報幾何学や量子情報理論への応用のための基礎研究として、多変数
幾何平均に対する Ando-Hiai 型不等式の拡張やその補完不等式、多変数幾何平均の正規行列式
の乗法性に関する評価式、多変数幾何平均のミンコウスキー型不等式などを Lawson-Lim-Palfia
によるｎ変数作用素べき平均及び Karcher 幾何平均の枠組みで研究・考察した。これらの一般的
な作用素環上での議論はこれからの課題である。 
 
（３）行列幾何平均を用いたコーシー・シュワルツ不等式やヘルダーマッカーシー型不等式につ
いて  
 正定値行列全体のなす多様体上で、積構造を行列幾何平均で考察することで、これまでに知ら
れている結果の拡張を考察した。特に、非可換の場合の積構造に関して行列幾何平均は作用素論
における従来からの多くの結果の利用も可能で、これからさらなる応用・発展が見込まれる。 
 
（４）Renyi 型ダイヴァージェンスに関する研究 
研究の最終年度において、正定値行列全体のなす微分可能な多様体上の 2 点の分離度を測る

指標として、Renyi 型ダイヴァージェンスはさまざまに提案されているが、今回、行列幾何平均
から構成される量子 Renyi 型ダイヴァージェンスの諸性質について、考察をし、単調性や CPTP
に関する DataProcessingInequality などを示すことができた。また、この多様体に関する基礎
的な成果も今回まとめることができた。 
 
（５）今後の展開 
上記（１）～（４）において、考察・研究した結果は、まだまだ端緒に着いたばかりで、量子

情報理論における正定値行列全体のなす微分可能な多様体の幾何学的な解析に大いにつながる
と考えている。この解析を作用素論の枠組みを用いて解明することが本研究の動機であったが、
今回の結果は、その方向付けが正しかったことへの証左であったと確信している。さらに、作用
素論的な考察が、古典的な結果を量子化する場合に、この非可換的な状況が量子化に対する研究
の困難性を与える場合に、とても有効であるということを、他分野での考察を深めることで示し
ていきたい。 
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