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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は, 2次元のコンパクト複素多様体上の自己双有理写像のよる力学系の
解析である. ここでは, 2次元複素多様体の特別なクラスである, 有理曲面とK3曲面に焦点をあてて研究を行っ
た. まず, 有理曲面上の双有理写像による力学系に対して定義される力学系的次数と呼ばれる量全体のなす集合
の構造を具体的に決定した. また, 以前構築したK3曲面の張り合わせ構成の中に, 18次元の射影的K3曲面族が存
在することを示すことで, 力学系を解析するための相空間の研究を行った. 

研究成果の概要（英文）：The aim of this research is to study dynamical systems given by 
bimeromorphic self-maps on two dimensional compact complex manifolds. Here we focus on two classes 
of two dimensional complex manifolds: rational surfaces and K3 surfaces. We determine the structure 
of the set of dynamical degrees of birational maps on rational surfaces. We also show the existence 
of 18-dimensional family of projective K3 surfaces among the family given by the gluing 
construction.  

研究分野： 複素力学系

キーワード： 力学系　有理曲面　K3曲面　エントロピー　力学系的次数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
有理曲面においてはどのくらい豊富に双有理写像による力学系が存在するか知られていなかったが, 本研究成果
により, 力学系的次数を介して豊富に力学系が存在することが示された. また, K3曲面においてはトレリの定理
を用いて力学系の存在については調べられているが, 周期写像の記述が難しいため, 力学系の具体的記述が一般
には困難である. そのため, K3曲面の張り合わせ構成の研究は, 力学系の具体的な研究の可能性を示唆してお
り, 重要であると考えられる. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
近年, コンパクト複素多様体上の自己双有理写像による複素力学系が活発に研究されている. 

当該研究は, 複素・代数幾何における結果を解析的な力学系理論へ応用するため, 融合分野に位
置し, 広範囲に影響を与えることが期待される. しかし, 2 次元多様体である複素曲面上におい
ても, 双有理写像による力学系理論は未だ確立されていない. 例えば, 力学系が豊富に存在しう
る曲面である, 有理曲面と K3 曲面については, 現状次の通りである.  
 
(1) 有理曲面は複素曲面の中で最も基本的な曲面であるとともに, 力学系も全て代数的であるた
め, 重要な力学系の例を提示してくれる曲面であると想定される. さらに, 研究代表者は最近, 
有理曲面上に双正則自己同型写像が豊富に存在することをエントロピー値を介して示している. 
具体的には, 実現しうる任意のエントロピー値に対して, この値を実現する有理曲面上の双正
則自己同型写像による力学系が存在することを示した. しかし, 双有理写像に関しては, どのく
らい力学系が豊富に存在するのか知られていない状況である.   
 
(2) K3 曲面はコンパクト複素曲面の特別なクラスであり, K3 曲面全体は局所的に 20 次元の複
素多様体でパラメータ表示されることが知られている. 一方, K3 曲面の族の具体的な構成例と
して, 4 次曲面の族やクンマー曲面の族等が存在するが, 知られている具体的な族はいずれも 19
次元以下となってしまう. さらに, K3 曲面はいわゆるトレリの定理により, K3 曲面の同型類が
周期写像によって決定されるため, 周期写像が重要な意味をもつことになる. しかしながら, 周
期写像が計算可能な K3 曲面の例はほとんど知られていない. 
このような状況の中, 研究代表者は最近, 小池貴之氏との共同研究により, 周期写像が計算可

能な広いクラスの K3 曲面族を具体的に構成することに成功した. 具体的には, 複素射影平面
上での楕円曲線内の 9 点ブローアップで得られる 2 つの有理曲面を貼り合わせることで K3 曲
面が構成されることを示した. 特筆すべき点は, 本構成方法による K3 曲面族の周期写像が計算
可能であること, そして当該K3 曲面族がK3曲面全体の中で超越的な曲面を含み, さらに 19次
元の曲面の族を含む広いクラスを占めることである. 本研究結果は, 与えられた K3 格子上の写
像に対して, 有理曲面を用いてK3 曲面上の力学系が具体的に記述される可能性があることを示
唆している. 
 
２．研究の目的 

 
上述の通り, 有理曲面上の双有理写像による力学系がどのくらい豊富にあるか未知の状況であ

った. そこで本研究の目的の一つは, エントロピー値及びこれに付随する力学系的次数を介し
て, 双有理写像による力学系が豊富にあることを示すとともに, これらの値を用いて力学系を
具体的に解析していくとこである.  
また, 先述のK3曲面の構成は, 具体的記述の可能な有理曲面を用いて, 一般には具体的記述の

困難な超越的 K3 曲面の記述を可能にした. そこで本研究のもう一つの目的は, 当該 K3 曲面の
族を用いて, K3 曲面上の写像を具体的に記述し力学系の研究に対する基盤を固めること, そし
て具体的に記述した写像を用いて K3 曲面上の力学系の一般理論を構築することである.  
本研究は, K3 曲面上の写像を具体的に構成することで複素力学系分野における研究対象を提供

し, 力学系理論を構築することで分野の発展に貢献するものである. さらに本研究は, 複数分野
の融合領域に位置し, 数論や代数幾何学等の他分野の 結果を用いて複素力学系理論を構築する
稀な研究であるため, 広範囲に影響を与えるものと期待される.  
 
３．研究の方法 
 
まずは, 具体例を用いた実験が何より重要である. そのため, 研究費で購入したパソコンおよ

び計算ソフトを用いて具体例を用いて数値実験を行うことで, 一般論構築への糸口を探った. 
また, 京都大学における力学系セミナーや毎年開催される力学系研究集会を中心に様々なセミ
ナーや研究集会に参加, 講演することで情報収集を行い, 最新の手法による解析を行なった. 
 
４．研究成果 
 

(1) 有理曲面上の双正則自己同型写像による力学系に対するエントロピー値の結果を, 双有理
写像に拡張した. 具体的には, あるワイル群の任意の元に対応するスペクトル半径の対数は, 
適当な有理曲面上の双有理写像のエントロピーとして実現されることを示した. 本結果は, 豊
富に存在することが知られている値に対してそれをエントロピー値として実現する力学系が存
在すること, つまり, 力学系が豊富に存在することを述べており, 今後の研究に大きな影響を
与えるものと期待している.  
(2) 上述の K3 曲面の張り合わせ構成は, いわゆる K3 曲面の II 型退化の近傍を記述した曲面と
なっている. ここでは, K3 曲面の III 型退化の近傍に対応する構成として, 2 次元射影空間の
6点ブローアップで記述される4つの3次曲面を用意して, 無限遠3直線の近傍をのりしろとし



て貼り合わされる曲面について, コホモロジー群がどのようにして得られるかを検証した. こ
の計算は, K3 曲面構成へ重要なステップであると考えている.  
(3) 有理曲面上の双有理写像が反標準曲線を保つ場合, 写像に対してディターミナントが定義
されるが, このディターミナントの絶対値が 1 ではない双有理写像に対するジュリア集合につ
いて調べた. 具体的には, 有理曲面上で自然に定義される面積形式に関してジュリア集合は面
積ゼロとなることを示した. 特に, 写像に対して最大の測度論的エントロピーを実現する不変
測度が定義されるが, この不変測度が自然な面積形式に関して特異となることになる. 当該結
果は, 以前に双正則写像に対して示した結果を双有理写像に対して拡張したものであるが, 双
有理写像には不確定点が存在するため, 不確定点の挙動をいかに制御するかが難しい点であり
議論の要となる.  
(4) 上記構成による K3 曲面は, 19 次元の族をなし, 族における一般的な曲面は非射影的とな
ることも示している. ここで問題となるのは, この構成による K3 曲面族の中に射影的な曲面は
含まれているか否かである. この問題に関して, 小池貴之氏との共同研究により次の結果をえ
た. すなわち, 上記構成による K3 曲面族の中に, 18 次元の射影的な K3 曲面の族が存在するこ
とを示した. この結果は, 上記構成が射影的曲面と非射影的曲面を共に含む幅広いクラスの K3
曲面を実現することを示しており, 与えられた周期に対応するK3曲面の具体的な実現や, K3曲
面上の力学系の具体的構成及びその解析など, 今後の発展に大きく寄与することを期待してい
る. 本結果は, ２つの有理曲面の直線束が貼り合わせ可能となる構成方法に制限して, この直
線束の上に貼り合わせ可能で正のチャーン曲率をもつエルミート計量を構成することで示され
る.  
(5) 有理曲面における双有理写像による力学系の力学系的次数を介した研究に関して研究成果
をあげた. 力学系的次数は力学系の複雑さを表す量であるが, この力学系的次数全体の構造は, 
Thurston により示された 3 次元双曲多様体の体積全体の構造と同じであること, つまり, 同じ
順序数の型であることを示した. また, 3 次元双曲多様体における体積の集積点は尖点をもつ
コンパクトではない双曲多様体に対応しているが, 有理曲面上の力学系における力学系的次数
の集積点は非自明な不確定点集合を許容する双正則ではない双有理写像に対応していることを
示し, 各力学系的次数をもつ適当なクラスの元は共役類を除いて有限であることを示すことに
成功した. 
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