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研究成果の概要（和文）：異なる２点での微分方程式や差分方程式の解の間の関係を決める問題を接続問題と言
います。また、特異点の近傍での解は発散級数で表されますが、その意味付けを与える本当の解が異なる現象を
ストークス現象と呼びます。こうした接続問題やストークス現象を高階q-超幾何差分方程式やq-パンルヴェ方程
式の場合に決定しました。特にq-パンルヴェVI型方程式の接続係数全体の空間、いわゆる指標多様体が４次のデ
ル・ペッツォ曲面すなわちセグレ曲面になることを発見しました。

研究成果の概要（英文）：The problem of determining the relation between solutions of differential or
 difference equations at different points is called a connection problem. Moreover, solutions in the
 neighborhood of singular points are expressed by divergent power series, and the phenomenon where 
the true solution differs in different regions is called the Stokes phenomenon. We solve connection 
problems and the Stokes phenomena in the case of higher order q-hypergeometric difference equations 
and some q-Painleve equations. In particular, we discover that the space of connection for the 
q-Painleve VI equation, known as the character manifold, becomes the Segre surfaces, i.e., 
fourth-order Del Pezzo surfaces.

研究分野：古典解析学

キーワード： ストークス現象　接続問題　超幾何方程式　パンルヴェ方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
微分方程式・差分方程式の接続問題は数理科学の基本的な問題の一つです。またストークス現象も１９世紀より
知られており、収束しない発散級数を意味付けすることは新しい数学の源泉の一つです。q-差分方程式の場合の
ストークス現象の研究によって場の量子論など現代的な数理科学への応用が見込まれます。また、q-パンルヴェ
方程式の大域解析のためにもq-ストークス問題を解くことが必要になりますが、q-超幾何方程式のストークス現
象を用いて、q-パンルヴェ方程式の指標多様体の構造が明確になり、さらなら発展が期待できます。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
(1) q-超幾何函数の接続問題について 2000 年ごろより不確定特異点の場合の研究が始まった。
本研究の前に基本的な 2階の q-超幾何方程式の q-ストークス問題は完全に解かれていたので、
高階の場合が目標になっていた。 
 
(2) q -パンルヴェ方程式の接続問題は、２つの q-超幾何方程式を合わせることによって得られる
ことはわかっていたが、q-超幾何方程式の大域問題がわかっていなかったために進展してなかっ
た。q -パンルヴェ VI 型方程式に関しては不確定特異点を持たないハイネの q-超幾何方程式の
接続公式だけで良いので、接続問題は大雑把にはわかっていたが、その指標多様体の記述が困難
であった。 
 
２．研究の目的 
 
(1) 研究の主目的としては、高階の q-超幾何方程式の q-ストークス問題を完全に解くことが目
標である。とりあえずの目標として、無限遠もしくは原点のいずれかが確定特異点の場合を第一
目標にした。これは 2 階の場合でも、無限遠と原点の両方が不確定の場合（q-エルミート-ウェ
ーバーの場合）が難しかったことからの経験に基づく。ニュートン図形が３辺を持つ場合が主目
標とした。 
 
(2) q-パンルヴェ方程式の接続問題に関して、攻略方法はわかっているが、不確定特異点を持つ
場合が難しいので、個別に考えることにする。また、接続問題はより抽象的に考えて、指標多様
体の記述を第一目標にした。指標多様体がわかれば次のステップとしては特殊解の研究につな
がる。 
 
３．研究の方法 
(1) q-超幾何方程式の攻略方法は、q-ボレル・ラプラスの方法を用いる。高階の q-超幾何方程式
で、最も一般的なニュートン図形が３辺を持つ場合が難しいが、そのために、分岐級数に対して
2 回 q-ラプラス変換を作用させ，双方向 q-超幾何級数の接続公式を用いる。分数冪の場合にも
q-ボレル・ラプラスの方法を拡張しておくことが重要になる。最終的には、双方向 q-超幾何級数
の接続問題に落とし込めば良いので、通常の単方向幾何級数を双方向 q-超幾何級数に落とし込
む手法を見出す。 
 
q-パンルヴェ方程式の場合は、確定型の場合はほぼ同じで、二つの超幾何方程式の接続行列の積
になる。実際には、q-パンルヴェ方程式のラックス方程式（線型化方程式）の分解のところが難
しい。q-パンルヴェ VI 型方程式の指標多様体についても、ラフな構造はわかっているので、ど
こまで精緻化するかが鍵である。 
 
４．研究成果 
(1) 任意の階数の q-超幾何差分方程式で，無限遠が確定特異点を持つ場合のストークス現象
を完全に決定することに成功した。q-超幾何函数のストークス係数は 2階の場合はすでに決
定できており，研究開始以前の段階では，3階まで完成していたが証明方法が複雑で高階化
が難しいように思えた。任意の階数の q-超幾何差分方程式で，無限遠が確定特異点を持つ
場合のストークス現象を完全に決定することに成功した。 
 
 無限遠が確定特異点を持つ場合高階方程式の場合，原点でのニュートン図形は一般には 3 つ
の辺を持ち，0次を含む辺に対応する解は収束，その次の辺は発散する q-超幾何級数，残る辺は
発散する分岐級数になり，最後の発散する分岐級数に関するストークス現象が難しかった。この
分岐級数に対して 2回 q-ラプラス変換を作用させ，双方向 q-超幾何級数の接続公式を用いるこ
とで，q-超幾何差分方程式のストークス現象を記述することに成功した。 
本研究は，2019 年夏にヴェルサイユ大学・ストラスブール大学を訪問した時に得られたもの
で，リール大学の Changgui Zhang 氏との共同研究になるものであり、同年 9月に開かれたスト
ラスブール大学の研究会などで報告した。 



(2) 続いて鈴木貴雄氏らによって発見された A-型の q-パンルヴェ方程式の接続問題を考察し
た。ドリンフェルド・ソコロフ型からの相似還元によって得られる A-型 q-パンルヴェ方程式は
特殊解として q-超幾何函数を持っており，構造的には高階 q-超幾何函数の接続問題が適用可能
だと思われるためである。残念ながら，A-型 q-パンルヴェ方程式の漸近解析までには至ってい
ないが，A-型 q-パンルヴェ方程式のラックス対を考察すると，その退化を取ることによって q-
超幾何方程式に帰着することがわかったので，q-パンルヴェ VI型方程式の場合とほぼ同様に A-
型 q-パンルヴェ方程式大域構造が判明する。不確定特異点を持つ場合への足がかりになろう。 
 
また，長年未完成となっていた q-パンルヴェ VI型方程式の指標多様体の構成について，論文
が未完であったが，2020 年に Ann. Fac. Sci. Toulouse: Math.に掲載された。引き続いて、q-
パンルヴェ III 型,V 型方程式の漸近解析と q-ストークス係数の関係も国内学会で報告した。さ
らに，q-パンルヴェ III 型方程式の漸近解析と q-ストークス係数との対応については，秋の数
学会で報告した。また、上記の研究に基づいたサーベイ講演を 2021 年に Andrey Bolibrukh の
70 歳記念研究会で行った。 
ちなみに、この掲載号は長年にわたって微分ガロア理論やパンルヴェ方程式を研究された故・
梅村浩氏の追悼記念号であり、梅村氏の数学的業績の紹介記事も書かせていただいた。追悼記念
号が出版された後、フランスで梅村氏の業績を辿ろうとする若い人もいるようで、多少なりとも
今後の発展に影響を与えるかもしれない。この研究も，今後の q-パンルヴェ方程式の基礎とな
る研究と期待をしている。 
 
(3) q-パンルヴェ VI 型方程式の接続問題は本研究の開始直後に大きく進んではいたが、指標多
様体の構成の記述が我々の研究の直後に進んできた。2022 年初めに N. Joshi と P. Roffelsen
の研究で、q-パンルヴェ VI型方程式の指標多様体が 4次曲面であること が示された。我々の結
果が 2つの 2次超曲面の共通部分だったことと合わせて、q-パンルヴェ VI 型方程式のモノドロ
ミ多様体がセグレ曲面であることに気がついた。これは古典的なパンルヴェ VI 型方程式のモノ
ドロミ多様体がフリッケ-クラインの 3次曲面であったことの q-類似であり、完全に一致しない
ところを含めて極めて面白い構造になっている。 
2022 年 10 月にストラスブールで国際研究会"Painleve Equations: From Classical to Modern 
Analysis" が開かれた。この研究会で、q-パンルヴェ VI 型方程式の指標多様体に関する結果を，
パンルヴェ方程式の周辺の話題とともに報告した。関連した一つの結果としては、q-パンルヴェ
V型方程式の大域構造の結果があるが、まだ完全に指標多様体を決定するところまで至っていな
い。もう一つの結果としては、古典的なパンルヴェ VI型方程式でのフリッケ-クラインの 3次曲
面が持つ 27 本の直線の交点の特別な場合が金子和雄の 4つの有理型解になるが，その q-類似を
セグレ曲面でも示せたことである。 
 
 本研究によって、従来はほとんど手付かずだった q-パンルヴェ方程式の大域構造の研究が近
い将来に大きく変わりそうな予感を持てるところまで進んだと考えている。成果をまとめる形
で 2023 年 3 月の国際研究会 "Differential Geometry and Integrable Systems"（大仁田義裕
氏の退職記念）で報告した。 
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