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研究成果の概要（和文）：3重線形ヒルベルト変換H(a,b,c)のルベーグ空間での有界性に関しては,臨界指数1/3
まで有界性が下がることが予想されていたが，Demeter と Kuk and Liが特別なパラメータ(a,b,c)のときは1/3
まで下がらないことを証明した．我々はすべてのパラメータにおいて1/3まで下がらないことを証明できた．実
は1/2より下がらないという状況証拠があるので次の目標はこれを証明することである．
多重線形分数べき作用素の重みつき評価に関するStein-Weissの不等式を以前証明したが，そのときの重みに関
する条件が最良であることを証明することができた．

研究成果の概要（英文）：We study　multilinear singular integral operators; the bilinear and 
trilinear Hilbert transform and fractional integral operators. We obtain weighted Stein-Weiss 
inequalities for multilinear fractional integrals.

研究分野： 実解析学

キーワード： 多重線形作用素　ヒルベルト変換　分数べき作用素　重み付き評価

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多重線形ヒルベルト変換のルベーグ空間上での有界性に関しては，2重線形の場合でも完全には分かっていない
難しい問題であるが，3重線形の場合には2重線形の場合には起こらない不思議な現象(作用素の定義するパラメ
ータに依存する現象)がDemeter と Kuk and Li により発見された．我々は実際にはパラメータには依存しない
のではないかという我々の予想に関する状況証拠を得ることが出来た．次の目標はこの予想の証明である．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



 

 

様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
これまで「特異積分と関数空間の研究」というテーマで研究をしてきた．特にコーシー積分作用
素と呼ばれる実関数論，複素関数論の両方において重要である作用素を研究する中で多重線形
作用素の重要性を理解し，研究の中心をそちらに向けることにした． 
多重線形特異積分作用素は非線形偏微分方程式を研究する中で自然に現れるものであるだけで
なく，近年は調和解析における重要な研究テーマとなっていた．特に 2 重線形ヒルベルト変換 

H(a,b)(f,g)(x)=∫f(x-ay)g(x-by)/y dy 
の有界性「Lp ×Lq →Lr は r >1/2 において成り立つか？」は「カルデロンの予想」と呼ばれ
20 世紀から 21 世紀に引き継がれた未解決問題である(現在は r>2/3 まで証明されている)． 
我々はヒルベルト変換より特異性が小さい分数べき積分作用素の性質についてまず研究して，
その結果を足掛かりに特異積分作用素の研究に入ろうと思っていた．特に特異性の弱い多重線
形分数べき積分作用素のルベーグ空間上での重み付き有界性に関する重みの条件は完全に知ら
れていたので，特異性の強いもう一つの分数べき積分作用素についても必要十分条件を見つけ
たいと思っていた． 
 
２．研究の目的 
多重線形分数べき積分作用素には特異性の強いもとの弱いものの 2 種類があり，どちらもその
ルベーグ空間での有界性は完全に分かっていた．特異性の弱い方に関しては重み付きルベーグ
空間での評価についても分かっていたが，強い特異性をもつ作用素では，不完全な結果しか知ら
れていないので，必要十分条件を見つけたいと思った．強い特異性を持つ作用素の性質が分かっ
たら，それを足掛かりにさらに特異性の強い多重線形ヒルベルト変換の性質を調べる計画でい
た． 
 
３．研究の方法 
研究課題を具体化した数本のテーマに沿って，研究代表者，研究分担者とその研究協力者の個別
研究の推進とともに，分担者間の直接の研究交流を最も重要視して研究を進める．そのために，
いくつかの研究テーマによる研究分担者会議と研究集会を開催することを基本にして基盤研究
を推進する．具体的には前年まで古谷-澤野が行っていた「調和解析駒場セミナー」と 
古谷-松山が行っていた「中大偏微分方程式セミナー」を「調和解析中大セミナー」と統合して
月 1 回開催する．その際に研究分担者会議を開く．毎年 3 月に「調和解析セミナー」を京都大学
の筒井容平と共同で開催する．毎年 11 月開催の「実解析学シンポジウム」に参加して情報収集，
意見交換を行う． 
 
４．研究成果 
多重線形分数べき積分作用素(簡単のため 2 重線形の形で書く) 

Jα(f,g)(x)=∫∫f(x-y)g(x-z)/( |y| + |z|)^(2-α)dxdy 
の直積ルベーグ空間上での Lp(u)×Lq(v)→Lr(uv)の形の重み付き有界性に関する重み u,v の必
要十分条件は分かっていたが，それよりも特異性の大きい 

Iα(f,g)(x) = ∫f(x-y)(x-2y)/|y|^(1-α)dxdy 
という形の分数べき積分作用素が有界となるための重みに関する条件は非常に強い十分条件し
か知られていなかったが，それより弱い形の十分条件を見つけることができた．さらに Jαの場
合に知られていた Moen による Muckenhoupt 型の必要十分条件よりも強い条件が必要であること
も分かった． 
重みの形を|x|^{a}の形の power weight に限ると 

Iα : Lp(|x|^a) ×Lq(|x|^b)→ Lr(|x|^c) 有界 
になるための指数 a,b,c に関する必要十分条件を見つけることができた． 
線形の分数べき作用素の重み付きルベーグ空間において，Stein-Weiss の不等式と呼ばれる不等
式があり，関数 f(x)を radial 関数に限るとソボレフの不等式の指数を改良できるというもので
ある．この不等式の多重線版を Jαに対して証明することが出来た．さらにその証明方法は，従
来の線形の場合においても別証明を与えた分かりやすい証明になっている．その時仮定した重
みに関する条件が最良であることも証明できた． 
3 重線形ヒルベルト変換 

H(a,b,c)(f,g,h)(x)=∫f(x-ay)g(x-by)h(x-cy)/y dy 
は 2 重線形の場合から予想されることは 

Lp ×Lq ×Lr → Ls 有界 
は s>1/3 において成り立つのではないかということであった．ところが，Demeter や Kuk and 
Li は a,b,c が特別な無理数のパラメータの場合には 1/3 まで有界性が下がらないということ
を反例によって示した．2重線形の場合にはパラメータに依存するような結果は知られていなか



 

 

ったので，これは驚くべき結果であった．我々は実はパラメータ a,b,c に関係なく，どのような
場合でも 1/3 まで有界性が下がらないことを反例によって示した． 
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