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研究成果の概要（和文）：本研究では，有界な距離空間上のHerz型Morrey-Musielak-Orlicz空間における極大作
用素の有界性について研究を行い，それをもとに，有界な距離空間上のHerz型Morrey-Musielak-Orlicz空間にお
いて，Rieszポテンシャルに対するSobolev型の不等式が成り立つことを示した．さらに，有界な距離空間上の積
分型Morrey-Musielak-Orlicz空間においても，Sobolev型の不等式が成り立つことを示した．

研究成果の概要（英文）：In this work, we gave the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal 
operator on central Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces over bounded non-doubling metric measure 
spaces and established a generalization of Sobolev-type inequalities for Riesz potentials of 
functions in such spaces. Furthermore, we were concerned with Sobolev-type inequalities for Riesz 
potentials of functions in Musielak-Orlicz-Morrey spaces of an integral form over bounded 
non-doubling metric measure spaces.

研究分野：ポテンシャル論

キーワード： Sobolev型の不等式　Morrey-Musielak-Orlicz空間　距離空間

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究対象である距離空間上でのHerz型Morrey-Musielak-Orlicz空間は，様々な関数空間などを包括した関数空
間であるため，本研究で得られた成果は，様々なタイプの楕円型偏微分方程式の解の存在や，多様体上の微分幾
何学，グラフ上の解析学などでの幅広い分野で応用されることが期待される．また本研究の成果は，宇宙開発へ
の応用，ブレーキ，クラッチなどの応用デバイス開発，または，次世代フルードパワーシステムとして多くの分
野で実用化・製品化への貢献が期待でき，社会貢献に大きなるものが期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

古典的な偏微分方程式において，Sobolev の不等式は解の存在や正則性を示すうえで，非常に

有用なツールである．また，Sobolev の不等式を示す際に有用な不等式として，Riesz ポテンシ

ャルに対するSobolev型の不等式がよく知られている(以下，Sobolev型の不等式と呼ぶ)．実際，

よく知られた Sobolev の積分表示と上記の Sobolev 型の不等式を用いることで，Sobolev 空間に

おける Sobolev の不等式を示すことができる．そのため，様々な偏微分方程式の解の存在や正則

性の研究の更なる発展のために，古典的な Lebesgue 空間における Sobolev 型の不等式の研究だ

けに留まらず，「Lebesgue 空間の概念を拡張した Morrey 空間や Herz 空間などの関数空間におい

ても，Sobolev 型の不等式が成り立つのか」ということが国内外多くの研究者によって，1900 年

代後半から研究が続けられてきた． 

一方 2000 年頃から，宇宙開発分野からの要請により，p-ラプラス方程式をより一般化した

p(x)-ラプラス方程式の解空間（変動指数をもつ Sobolev 空間）の研究が必要とされるようにな

ってきた．ここに，p(x)は定数関数ではなく変動する関数であることから，変動指数と呼ばれる．

更に変分法の分野において，次のような関数 t^p+a(x)t^q の最小値問題も注目を浴びるように

なってきた．このような科学技術分野や数学分野からの要請により，現在，上記のような関数空

間をすべて含む Musielak-Orlicz 空間の研究が表舞台に出るようになり，解析学の分野で市民

権を得てきた．よって，Sobolev 型の不等式の研究においても，「どの程度一般的な Musielak-

Orlicz 空間において Sobolev 型の不等式が成り立つのか」ということが国内外様々な研究者に

よって，2000 年代前半から研究がされはじめてきた． 

また，近年注目を集めているのが距離空間上での Sobolev 空間である．古典的には Sobolev 空

間はユークリッド空間において定義されてきたが，一般の距離空間上での Sobolev 空間の研究

が，微分幾何学やグラフ上の解析学，Riemann 多様体上の楕円型偏微分方程式などへの応用を念

頭に，フィンランド学派を中心に，学際的かつ国際的に大きな進歩をしてきた．それにより，ユ

ークリッド空間における Sobolev 型の不等式の研究だけに留まらず，「どの程度一般的な距離空

間において Sobolev 型の不等式が成り立つのか」ということが国内外様々な研究者によって，近

年盛んに研究が行われるようになってきた． 

以上の学術的背景から，研究課題の核心をなす学術的な問い「どの程度一般的な関数空間で

Riesz ポテンシャルに対する Sobolev 型の不等式が成り立つのか」が注目されるようになった． 

 

 

２．研究の目的 

学術的背景や研究課題の核心をなす学術的な問い「どの程度一般的な関数空間で Riesz ポテ

ンシャルに対する Sobolev 型の不等式が成り立つのか」の答えの 1つとして，本研究は新しく距

離空間上の Herz 型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間を定義し，その距離空間上の Herz 型 Morrey-

Musielak-Orlicz 空間における Sobolev 型の不等式を示すことを目的とした． 

 

 

３．研究の方法 

 先ず，Herz 型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間を新たに定義し，今後の研究に必要であろう諸性

質について研究を行った．次に，距離空間上の Herz 型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間における極



大作用素の有界性について研究を行った．実際，ユークリッド空間の場合では，Sobolev 型の不

等式の研究を行う上で極大作用素の有界性が非常に有用なツールであることが分かっているた

め，距離空間上の Herz 型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間の場合でも，先ずは極大作用素の有界性

について研究を行った．そして，距離空間上の Herz 型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間における極

大作用素の有界性を用いることで，距離空間上の Herz 型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間におけ

る Sobolev 型の不等式について研究を行った． 

 

 

４．研究成果 

 本研究では，有界な距離空間上の Herz 型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間における極大作用素

の有界性について研究を行い，それをもとに，有界な距離空間上の Herz 型 Morrey-Musielak-

Orlicz 空間において，Riesz ポテンシャルに対する Sobolev 型の不等式が成り立つことを示し

た． 

本研究対象である Herz 型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間は，Lebesgue 空間，Morrey 空間，Herz

空間，変動指数をもつ Lebesgue 空間や Musielak-Orlicz 空間などを包括した関数空間である．

そのため，本研究で得られた結果は，国内外多くの研究者によって，様々なタイプの偏微分方程

式の解の存在や正則性の研究に応用されることが期待される．加えてユークリッド空間だけで

なく距離空間上での解析を行うため，実解析学だけでなく，多様体上の微分幾何学やグラフ上の

解析学などでの幅広い分野でも応用が期待される．以上より，本研究は関連研究分野の進展，新

しい学問分野の開拓等に大きな学術的波及効果が期待される．また，正確な ER 効果と流れの形

態のモデル化，その解の性質の研究が進み，宇宙開発だけではなく，ブレーキ，クラッチなどの

応用デバイス開発，または，次世代フルードパワーシステムとして多くの分野で実用化・製品化

されることが期待でき，社会貢献に大きなるものが期待される． 

また，当初の計画では，距離空間上の Herz 型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間におけ Sobolev 型

の不等式についてのみ研究を行うことが最終目標であったが，研究が当初の計画以上に進んだ

ため，Herz 型と関連する距離空間上の積分型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間における Sobolev 型

の不等式についても研究を進めていくこととした．実際には，有界な距離空間上の積分型

Morrey-Musielak-Orlicz 空間における極大作用素の有界性について研究を行い，それをもとに，

有界な距離空間上の積分型 Morrey-Musielak-Orlicz 空間において，Riesz ポテンシャルに対す

る Sobolev 型の不等式が成り立つことを示した．これにより，更に様々なタイプの偏微分方程式

の解の存在や正則性の研究に応用されることが期待され，上記同様に，社会貢献に大きなるもの

が期待される． 
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