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研究成果の概要（和文）：　本研究の目的は単調正規空間の積空間の位相的性質を明らかにすることである。矢
島氏との共同研究で, 可算離散空間Nのω1個のコピーの積空間において, C*-埋め込みとC-埋め込みが一致する
かどうかはZFCで決定できないことを証明した。また, 単調正規空間Xと, 非孤立点を1つしか含まない空間Yの積
空間X×Yで正規かつe(Ｘ×Ｙ)>ω=e(X)・e(Y)となるものが存在するかどうかはZFCで決定できないことを証明し
た。ここで, e(X)は空間Xの閉離散部分集合の基数の上限である。 
　一般順序空間の辞書式順序積について家本氏と共同研究を行い, パラコンパクト性の特徴づけやweightの計算
を行った。

研究成果の概要（英文）： The purpose of this research is to investigate topological properties of 
products of monotonically normal spaces.  By joint study with Y. Yajima, we proved that it is 
undecidable by only ZFC whether C*-embeddings coincide with C-embeddings in the product of ω1-many 
copies of the countable discrete space N. We also proved that it is undecidable by only ZFC whether 
there are a monotinically normal space X and a space Y which has at most one non-isolated point such
 that X×Y is normal and e(X×Y)>ω=e(X)・e(Y), where e(X) denotes the supremum of the cardinalities
 of closed discrete subsets of a space X. 
 By joint study with N. Kemoto, we characterized the paracompactness and calculated the weight of 
lexicographic products of generalized ordered spaces. 

研究分野：集合論的位相空間論

キーワード： 単調正規空間　C*-, C-, P-埋め込み　extent　一般順序空間　辞書式順序積
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　本課題は位相空間論と集合論の中間領域の研究である。これまでも集合論の専門家によって位相空間論の研究
は行われてきたが, 集合論的な興味に傾きがちになることが多いそれらの研究と比して, 本研究は位相空間論側
に軸足を置きながら, 現代集合論のツールを積極的に使っているという点が特徴である。
　位相空間論において, C*-埋め込みやextentは基礎的な概念であり, その様態を明らかにすることは意義があ
るが, 命題の意味そのものは容易でありながら, 通常の集合論の公理系ZFCだけでは真偽を決定できないような
例を提供できたことは, 特定の分野に限らず数学一般にとっても一定の意義があるものであろう。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
単調正規空間は距離空間と一般順序空間の概念の共通の一般化である。1992 年に Balogh-

Rudin によって発表された強力な定理によって正則非可算基数の定常集合と同相な閉集合が, 

単調正規空間の性質を決定づけるのに重要な役割を果たすことが明らかになった。2010 年代に

なると, 矢島氏は Balogh-Rudin の定理を使って, 「単調正規空間とコンパクト空間の積空間が

オーソコンパクトならば正規である」という予想外の関係があることを明らかにした。その後, 

研究代表者もこの分野の研究に参加をはじめ, 2014 年に家本氏と矢島氏との共著論文を発表し

た。そこでは, 単調正規空間と DC-like 空間等の特殊な空間との積のオーソコンパクト性, 正

規性等を, 空間の各点がもつ近傍フィルターの性質に帰着させた。 

空間 Xの部分集合 Eから閉区間[0,1], 実数直線 R, 一般のバナッハ空間 Mへの任意の連続関

数が X上の連続関数に拡張できるとき, E は X においてそれぞれ C*-, C-, P-埋め込みであると

いう。一般に P-埋め込み→C-埋め込み→C*-埋め込みという関係が成り立つ。その逆はどうか, 

という問題は, 距離空間をファクターにもつ積空間については日本を中心に長い間研究されて

きた。研究代表者と矢島氏は, 2017 年に「順序数の部分空間 A,B の積 A×Bの閉集合について, 

それが C*-埋め込みならば P-埋め込みである」という定理を証明した。その後も引き続き

C*-,C-,P-埋め込みについて共同研究を続けており, 本研究課題の申請時には可算離散空間 の

無限積空間の部分集合についての C*-,C-,P-埋め込みを調べていた。 

 
２．研究の目的 
 
単調正規空間の積空間の性質を, 位相空間論と集合論の両面からのアプローチで解明するこ

とが本研究の大きな目的である。より具体的には当初, 研究課題名にもあるように特に C*-, C-, 

P-埋め込みについて調べることを念頭に置いていたが, 研究を進めていくなかで, 「extent の

等式 e(X×Y)=e(X)・e(Y)が成り立つのはどんなときか」という問題に行き着いた。この extent

も C*-埋め込みなどと同様, 位相空間論における素朴な基礎概念の 1つであり, その様態の解明

は意義のあるものである。extent の等式の問題に関しては思いのほか深みのある結果が得られ

そうな感触があり, より研究の進展が望めそうだった。そこで, 研究対象を C*-,C-,P-埋め込み

だけに限定せず, 単調正規空間の積空間に関すること全般に広げることにして, 特に extent に

ついての研究も進めることにした。また, 一般順序空間は単調正規空間の特殊なものであるが, 

その辞書式順序積の性質を解明することも研究の目的の一つに含めることにした。 

 
３．研究の方法 
 

C*-,C-,P-埋め込みと extent に関しては位相空間の被覆性質の専門家であり, 単調正規空間

の積の研究でも実績のある神奈川大学の矢島幸信氏と共同で継続的に研究を行った。また, 一

部の結果については集合論の専門家である早稲田大学の薄葉季路氏にも共同研究に参加しても

らった。研究成果として, 位相空間に関する性質で ZFC で真偽を決定できない命題をいくつか

見つけることができたが, それらの結果は連続体仮設や公理♢, 弱い分割の性質など, 集合論

で ZFC と独立であることが知られている命題に帰着させることで得ることができた。単調正規

空間の分析には Balogh-Rudin の定理を応用することが有用であるが, 2014 年の家本氏, 矢島

氏との共著論文のときに出てきた近傍フィルターの性質と関連づける手法が役に立った。 



辞書式順序積については大分大学の家本宣幸氏と共同で研究を行った。線形順序空間の辞書

式順序積は昔からある概念であるが, 最近, これを一般順序空間について一般化したのが家本

氏である。まずは基本的な被覆性質として, paracompact になる条件から考察した。定常集合と

同相な閉集合のありえるパターンを網羅することで特徴づけを得ることができた。 

 

４．研究成果 
 

(1) すべての点が孤立点である空間を離散空間という。非孤立点を高々1 つしか持たない空間

のことはほとんど離散な空間とよぶことにする。このような空間は単調正規空間の中でも最も

単純な構造をしているが, これらの積空間の性質は意外にも複雑な様相を呈することがある。 

を可算無限離散空間とする。その無限積空間 における C*-,C-,P-埋め込みについて矢

島氏と共同研究を行った結果をまとめた論文[8]と[5]が 2020年に出版された。論文[5]では 

・ における任意の部分集合について, それが C-埋め込みならば P-埋め込みである. 

・連続体仮説の否定＋マーチンの公理を仮定すると, における任意の部分集合について, 

  それが C*-埋め込みならば C-埋め込みである. 

ということを証明した。一方, においては, C*-埋め込みであるが C-埋め込みではない可算

閉離散集合が存在するということが 2014 年に Pol 夫妻により証明されている。これらのことか

ら, 「 において C*-埋め込みであるが C-埋め込みではないような部分集合があるかどうか」

は, ZFCだけでは決定できないことが明らかになった。また, 論文[8]では次のことを証明した。 

・基数 が非可算な cofinality をもつならば, においては, 個の点をもつ離散部分集合で

C*-埋め込みになっているものは存在しない. 

・ において非可算個の点をもつ(閉)離散部分集合で C*-(C-)埋め込みになっているものが 

存在するためには, 2 = 2 が成り立つことが必要十分である. 

このことから,「 において, 非可算個の点をもつ離散部分集合で C*-埋め込みになっているも

のが存在するかどうか」は, ZFC だけでは決定できないことが明らかになった。 

 

(2) 同年に出版された論文[6]もまた矢島氏との共同研究によるものである。そこでは, 順序数

の部分空間 A,B の積空間 A×Bについて, 次の各条件が同値であることを示した。 

・A×Bは可算パラコンパクトである. 

・任意の正則非可算基数 と閉長方形 A’×B’⊂A×Bについて, 個の点からなる閉離散部分 

集合が A’と B’のどちらにも存在しないならば, A’×B’にも存在しない. 

・任意の正則非可算基数 と, C*-埋め込みになっている任意の長方形 A’×B’⊂A×Bについて,  

個の点からなる閉離散部分集合が A’と B’のどちらにも存在しないならば, A’×B’にも 

存在しない. 

特に, 弱到達不可能基数が存在しないような ZFC のモデルにおいては, A×B の可算パラコンパ

クト性が, 「extent の等式 e(A’×B’)=e(A’)・e(B’)が A×Bの任意の閉長方形 A’×B’に

対して成り立つ」という条件によって特徴づけられることがわかった。 

この結果が得られたことが契機となって, 研究の対象が C*-,C-,P-埋め込みから, extent の

等式の問題, 「どんな空間 X,Y に対して e(X×Y)=e(X)・e(Y)が成り立つか?」, に移っていった。

空間 Xの extent e(X)とは, X の閉離散部分集合の基数の上限のことである。(ただし, |X|が有

限の場合は便宜上 e(X)=ωとする)。両方のファクターが距離空間の場合や片方のファクターが

コンパクトの場合は積 X×Yの extent の等式 e(X×Y)=e(X)・e(Y)が成り立つこと, Sorgenfrey



直線 Sは Lindelöf空間であるが, e(S×S)=2 >ω=e(S)・e(S)であり extent の等式が成り立た

ないこと, などは以前よりよく知られている。1978 年に Shelah は「Lindelöf空間 X,Y で e(X×

Y)>2 であるものが存在するか」を問い, そのような X,Y の存在が ZFC と無矛盾であることを示

した。2010 年代には, 空間 X,Y に更なる条件を加えて同様の積の存在の無矛盾性を薄葉氏が証

明しているが, ZFC での解決は現在も得られていない。 

 

(3) extent の等式の問題を矢島氏と共同研究し, その結果をまとめた論文[3]が 2022 年に出版

された。そこでは, 次のことを証明した。 

・単調正規空間 Xについて, 「任意のほとんど離散な空間 Yに対して e(X×Y)=e(X)×e(Y)が 

成り立つ」ための必要十分条件は, 「e(X)以上のどの基数 についても, X には ＋の定常集合 

と同相な閉集合が存在しない」ことである. 

・一般の空間 Xと DC-like 空間 Yについて, X×Y が正規かつ長方形的であるならば, extent の 

等式 e(X×Y)=e(X)・e(Y)が成り立つ. 

ここで, ＋は より大きい最小の基数である。DC-like 空間は Telgárskiによって導入・研究さ

れた位相ゲームを使って定義される概念で, コンパクト空間とほとんど離散な空間の共通の一

般化になっている。 

extent の等式が成り立たない場合は e(X×Y)>e(X)・e(Y)であるが, 左辺を右辺からどれくら

い離せるかという問題を考えることができる。上記の Lindelöf 空間の積の extent に関する

Shelah の問いもこのタイプの問題である。論文[3]では, 次のような組み合わせについては, 任

意の非可算基数λに対して e(X×Y)=λ>ω=e(X)・e(Y)となる空間 X,Y をとれることを明らかに

している。尚, 3 つ目の例は静岡大学の大田春外氏が発見したものである。 

・可算コンパクトな Xとほとんど離散な Y 

・λ+1の Lindelöfな部分空間 Xと可算コンパクトな部分空間 Y 

・Tychonoff space X,Y で X×Yが長方形的 

一方で, 単調正規空間 Xとほとんど離散な空間 Yの積空間では, e(X×Y)>e(X)・e(Y)はありえ

るが, 左辺は右辺よりそれほど大きくはならず, かならず e(X×Y)≦e(X)・(e(Y)+)であること

を証明した。この証明も論文[3]に載っている。 

 

(4) 単調正規空間 Xとほとんど離散な空間 Yの積 X×Yで, extent の等式 e(X×Y)=e(X)・e(Y)

が成り立たない例があること, 正規かつ長方形的な場合はかならず成り立つこと, が(3)の研究

でわかった。そこで, 研究代表者と矢島氏は, このような X,Y で, X×Yが(長方形的であること

は仮定せず)正規であることだけ仮定した場合に extent の等式はどうなるのかを考えた。その

結果, X がオーソコンパクトな場合や, e(X)≠e(Y)の場合については extent の等式が成り立つ

ことを証明することができた。一方, 「e(X)=e(Y)=ωの場合に extent の等式が常に成り立つ」

という命題が, 上でのある弱い version の分割の性質と同値であることを証明した。その分

割の性質に関する Todorčevićの定理から, この命題は ZFC 上では決定不可能であることが判明

した。この結果は論文[1]として出版された（報告書を書いている時点ではオンライン出版）。 

 

(5) 距離空間の一般化について, 次のような関係が知られている。 

・距離空間→developable 空間→完全 p空間→p空間 

・距離空間→Lasnev 空間→M1空間→M3空間→強σ空間→σ空間→強Σ空間→Σ空間 

・距離空間→層型空間→半層型空間 



更に, 完全 p空間, 強Σ空間, 半層型空間の共通の一般化として, 強β空間という概念がある。 

 無限積空間 X=Πλ∈ΛXλにおいて base point と呼ばれる 1点 bを固定したうえで, 可算個の座

標を除いて b と同じ値をもつ点だけをすべて集めてできる X の部分集合ΣをΣ積とよぶ。これ

は有限積と無限積の中間的な位置づけにある積空間である。一般化された距離空間のΣ積にお

ける extent の等式について, 研究代表者, 矢島氏と薄葉氏は共同研究を行った。その結果をま

とめた論文[2]が 2022 年に出版された。そこでは「各ファクターXλが完全 p 空間か, 強Σ空間

の場合には, Σ積において extent の等式 e(Σ)=sup{e(Xλ):λ∈Λ}が成り立つ」こと, また,  

「各ファクターXλが強β空間で, 任意の有限部分積がperfectかつ submetalindelöfの場合(特

に各ファクターXλが半層型な場合)も等式 e(Σ)=sup{e(Πλ∈r Xλ):r はΛの有限部分集合}が成

り立つ」ことを証明した。一般化された距離空間の積空間の研究は矢島氏の得意とするところで, 

これらの研究結果の多くの部分は矢島氏の力量によるところが大きい。 

一方, 公理♢を仮定すると, 「extent の不等式 e(X×Y)=ω1>ω=e(X)・e(Y)が成り立つような

局所コンパクト空間 X,Y が存在する」ことを薄葉氏が証明した。局所コンパクト空間は p空間で

あるから, 上記の完全 p空間のΣ積についての結果は仮定を p空間に弱めることができない。 

 

(6) 一般順序空間は単調正規空間の特殊なものである。家本氏との共同研究で, 一般順序空間

の辞書式順序積がパラコンパクトになるための必要十分条件を得た。また, 辞書式順序積の

weight を計算した。これらの結果は論文[7]と[4]として 2020 年に出版された。 

 

(7) 「1.研究開始当初の背景」のところに書いた順序数の部分空間 A,B の積についての C*=P の

定理であるが, 仮定の「閉集合」を「一般の部分集合」に変えても成り立つことが, 家本氏と大

田氏との共同研究で明らかになった。この結果についての論文は, この報告書を書いている時

点では査読中でありまだ掲載が決まっていない。 
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