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研究成果の概要（和文）：(1)正則グラフの non-backtracking path の個数を成分にもつ行列に関するモーメン
トの極限が逆正弦則のモーメントと類似するという定理を得た．(2)Lubotzky-Phillips-Sarnak ラマヌジャング
ラフに関する重さ2の cusp form の素数冪フーリエ係数の平均に関する結果を得た.(3)一般化Kesten 分布のモ
ーメントと一般化カタラン数の等式を得た．(4)正則グラフのレゾルベントに現れる行列の成分の主要項を除い
た誤差項の分布を決定した．その応用として,グラフの増大列が固有値に関するある条件を満たすときに，誤差
項の極限分布は正規分布となることが得られた.

研究成果の概要（英文）：(1) We obtained a limit theorem that the moments for matrices whose 
components are the number of non-backtracking paths in a regular graph is similar to the moment of 
the arcsin law. (2) We obtained a result on the average of the prime power th Fourier coefficients 
of  the cusp forms of weight 2 related to the Lubotzky-Phillips-Sarnak Ramanujan graphs. (3) We gave
 explicit expressions for the moments of the generalized Kesten distribution. We obtained identities
 for the moments in two generalizations of the classical Catalan numbers.(4) We studied the 
resolvent of the adjacency matrix of a regular graph and the matrix related to the number of 
non-backtracking paths.  As an application, we obtained that the limiting distribution of the error 
term is normally distributed when a growing sequence of regular graphs satisfies certain conditions 
on the eigenvalues.

研究分野：グラフ理論

キーワード： 正則グラフ　ラマヌジャングラフ　グラフの増大列　グラフ上の量子カオス　伊原ゼータ関数　フーリ
エ係数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ラマヌジャングラフなどに代表される効率のよいネットワークの特徴づけとして,グラフ上の量子エルゴード定
理や量子カオスに注目した研究を行った.量子カオスは,ラプラシアンの固有関数の挙動に関する現象である.ラ
プラシアンや固有関数のふるまいを調べる基礎として, 我々は, 正則グラフの隣接行列のレゾルベントに現れる
幾何的な量に着目し,その非自明な部分の分布について決定した. また,巨大な正則グラフの隣接行列の固有値の
分布などの例に現れるケステン分布の一般化について,そのモーメントに関する新しい等式などが得られた. こ
の結果は,上記のグラフの幾何的な量にも関係する.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
ラマヌジャングラフの無限列や，ランダム正則グラフの無限列など，正則木に収束するグラフの
増大列は，グラフ理論のみならず情報通信分野などの応用上でも重要な研究対象である．最近の
研究では，これらの良いグラフの増大列は「量子エルゴード定理のグラフ類似」をみたすという
新たな特徴づけがなされている[1,3]．これは, 元来, リーマン曲面上の量子カオス現象に端を発
する. リーマン面をビリヤード台にして，ビリヤードをした場合に，リーマン面がエルゴード的
であるとき，球の軌道が不規則（カオス的）になる．これは, リーマン多様体に関する量子エル
ゴード定理（Shnirelman 74, Zelditch 87, Colin de Verdiere 85）といわれる. 2015年に量子エ
ルゴード定理のグラフ理論的類似が Anantharaman と Le Masson によって証明された. しかし,  
多様体とグラフの場合の量子エルゴード定理には大きな違いがある. 多様体の場合は, そのラ
プラシアンの固有値を無限大にする(つまりプランク定数を 0 に近づける)という極限によって
量子から古典に移行するのに対し, グラフの場合は無限正則木に収束するような正則グラフの
増大列の極限をとることで量子から古典に移行する. どのような正則グラフの増大列が量子エ
ルゴード定理を満たすかということについて, Anantharaman らの定理では, 増大列がエクスパ
ンダーであること, 及び Benjamini-Schramm[4]の意味で無限正則木に収束するという２つの条
件を課している. 例えば, ラマヌジャングラフの無限列として最初に構成された Lubotzky-
Phillips-Sarnak のラマヌジャングラフの増大列[5]は, この２条件をみたすエルゴード的なグ
ラフである. その極限をとったときに, グラフに付随して定義されるさまざまな量（グラフの
ゼータ関数, non-backtracking paths の個数など）の挙動を解析することはグラフ上の量子カ
オスの観点から重要な問題と考えられる. 一方, 多様体の量子カオスについては, 物理学者の
M.V. Berry がラプラシアンの固有関数の値がランダムであるという所謂 random wave 予想[2]
を提唱している. これは量子カオス現象の精密化の観点からも非常に興味深い. Anantharaman
らのグラフに関する量子エルゴード定理の観点から, 本研究ではグラフ版の random wave 予想
がどのように定式化されるかという問題も併せて考えることにした.  
 
２．研究の目的 
 
本研究では，グラフの増大列について，頂点の個数を無限大に飛ばした極限として得られる無限
グラフを，そのグラフ列の半古典極限であると考える．主に次のグラフの増大列を考察する： 
・正則木に収束する正則グラフの列（Ramanujan グラフ，ランダム正則グラフの無限列など）． 
・無限格子に収束するグラフの被覆列（有限グラフの最大アーベル被覆で得られる格子など）． 
これらのグラフの増大列について，上述の学術的な問いに基づき次の課題に取り組む： 
(課題 1) 増大列の隣接行列の固有ベクトルの成分の極限分布（グラフ版 Berry 予想）． 
(課題 2) 増大列の隣接固有値の極限分布(Kesten-McKay 分布) の Serre による一般化(精密化) 
の量子確率論的解釈とその拡張． 
(課題 3) 増大列の特徴量や関係式(complexity あるいは Selberg trace formula) の極限． 
(課題 4) 増大列のグラフのゼータ関数とテータ関数の対応（Hecke 対応の類似）とその極限． 
 
 
３．研究の方法 
 
正則グラフ上では, 多様体の場合と同じく調和解析を用いることができる. グラフのラプラシ
アンの固有関数の挙動を調べるために, そのレゾルベントについて調べた. レゾルベントを幾
何的な量で表すとグラフ上の non-backtracking paths の個数と関係する行列が現れる. この
行列を隣接行列で明示的に表すことで, グラフを増大させたときのレゾルベントの挙動をつか
むことができる. この行列を固有値の観点から自明な行列と非自明な行列の和に分解し, 非自
明な行列の「分布」について調べる. 得られた結果の応用として, 決定論的なエルゴード的グ
ラフ列の例として, 数論的な観点からもよく知られている Lubotzky-Phillips-Sarnak のラマ
ヌジャングラフの増大列の場合に限定して考察することで新しい知見が得られないか試した.  
関連して, 正則グラフの増大列の隣接行列の固有値分布を解析する方法として, 量子確率論が
ある. 我々は, 量子確率論でも扱われる巨大な正則グラフの固有値分布の一般化である Kesten
分布についても, そのモーメント列の組合せ論的性質について調べた. 特殊な場合は無限正則
木上のランダムウォークの再起確率と関係する. 代表者と分担者間で,対面とオンラインの研究
打ち合わせを行った. 固有関数の挙動を理解するために数式処理ソフトを用いて巨大な正則グ
ラフ(LPS ラマヌジャングラフなど)の固有関数を計算した. 研究期間の途中から COVID-19 の感
染拡大により対面の打ち合わせはできなくなってしまったが, 研究集会やセミナーで発表する
ことで意見をもらい結果を改良し,論文を投稿することができた.  
 



 
４．研究成果 
 
 （1）正則グラフの non-backtracking path の個数を成分にもつ行列に関する「モーメント」
の（path の長さに関する）極限が逆正弦則のモーメントと類似していること．(2)上記の行
列が隣接行列の第 1種チェビシェフ多項式で書けること．(3)(2)に関連して第 2種チェビシ
ェフ多項式と隣接行列で書ける行列の「モーメント」の極限も逆正弦則のモーメントと類似
していること．(4)上記の応用として Lubotzky-Phillips-Sarnak のラマヌジャングラフに
関する重さ 2の cusp form の pべきフーリエ係数の平均に関する結果を得た．上記 (1)～
(4) の結果は以下の論文として出版された： Takehiro Hasegawa, Takashi Komatsu, Norio 
Konno, Hayato Saigo, Seiken Saito, Iwao Sato, Shingo Sugiyama, The Limit Theorem 
with Respect to the Matrices on Non-backtracking Paths of a Graph, Annals of 
Combinatorics (2022 年 11 月 15 日オンライン出版) .これらは（課題 1,2,3）と関連する. 
 

 我々は，２つのパラメータをもつ形に一般化された Kesten 分布のモーメントについて，組
合せ論的な明示式を与えた．我々はモーメントを古典的なカタラン数の 2 通りの一般化
（Catalan's triangle または Shapiro's Catalan triangle）で表す等式を得た．関連して
Eplett（Discrete Math. 25 (1979)）による Catalan 数と Shapiro's Catalan triangle の
関係式の一般化を得た．また，応用として，Kesten 分布の 2k次モーメントの次数 2kが発
散するときの漸近式を得た. この漸近式の特別な場合として, ベーテ格子(無限正則木)上
の閉路の個数の漸近式を得ることができる. これは,Sawyer(1978)が得たベーテ格子上の離
散時間対称ランダムウォークで時刻 2k に戻ってくる確率の k が発散するときの漸近式の主
要項の係数(Theorem 2 の定数 C)を明示的に決定したことになる(参照：S. Sawyer, 
Isotropic random walks in a tree, Z. Wahrsch. Verw. Gebiete 42 (1978), no. 4, 279-
292.). 結果は以下の論文として出版された．T. Hasegawa and S. Saito, A note on the 
moments of the Kesten distribution, Discrete Mathematics 344(10), Paper No.112524, 
10 pp. これらは（課題 2,3）と関連する. 

 

 正則グラフの隣接行列のレゾルベントに現れる non-backtracking path の個数と関係する
行列の成分の主要項を除いた誤差項の（path の長さに関する）分布を決定した．その応用と
して，グラフの増大列が固有値に関するある条件を満たすときに，誤差項の極限分布は正規
分布となることが得られた（これはある種の中心極限定理的な現象と考えられるが，固有値
の間には代数関係があるので単純ではない）．またサイクルグラフの場合から確率密度関数
の等式が得られた．結果は論文投稿に向けて準備中である．これらは（課題 1,3）と関連す
る. 
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