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研究成果の概要（和文）：細胞動態を計算可能なVertex Dynamics Model(VDM)における，いくつかの問題を数学
的に調査・解決するための研究である．汎関数の最小化問題では，引数がベクトル関数となるような計算方法に
関して予めいくつか公式を作成しておき，その公式群を利用することで，VDMの汎関数を簡便に求める方法を考
案した．
本計算結果に基づいたVDMの大規模な数値計算を行い，計算の実用性，高速性を実証した論文がCurrent Biology
（2022）に出版された． 

研究成果の概要（英文）：This is research to mathematically investigate and solve some problems in 
the Vertex Dynamics Model (VDM) that can calculate cell dynamics. In the functional minimization 
problem, we created several formulas in advance regarding the computation method in which the 
argument is a vector function, and devised a method to easily obtain the functional of VDM by using 
the formula group. A large-scale numerical calculation of VDM based on this calculation result was 
performed, and a paper demonstrating the practicality and speed of the calculation was published 
(Current Biology 2022).

研究分野：応用数学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究により，VDMを用いた研究のさらなる展開が期待される．また，今回のプロジェクトでは，研究成果は論
文だけでなく，ソフトウェアという形でも公開している．これらの成果を次世代の研究者が用いることで，今後
の理論と実験の発展へと繋がることも期待される．細胞を最小単位として扱うことができるような，器官や組織
の形成に対して，形をシミュレーションすることで，形態形成の本質を探ることができるだけなく，その形成不
全からくる病的状態の研究にも使用することができるものと考えられる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 
 
「生物の形はどのようにできているか」という問いは長らく最重要課題として生物学者の
みならず，多くの数理科学者によっても解決に向けて取り組まれている．生物の形は，その
多くが細胞を最小単位とした組織・器官から成っており，個々の細胞の分裂・成長・組み換
え・変形等の細胞動態を適切に扱うことで，全体の形や機能を理解できるはずである．それ
では，どのように細胞動態を扱えばよいだろうか．この問いには実験・理論的アプローチが
あり，まず，実験的アプローチでは，組織・器官を試験管内で再現し，組織全体の形を作ろ
うという挑戦が続けられているが，細胞シートまでは再現できても，組織全体は程遠いと言
わざるを得ない．これは，細胞自らが周りの細胞や組織と協調し，さらに環境と相互作用し
ながら成長していくためである．このような複雑な現象では，実験的な取り組みだけでなく，
数学やコンピュータシミュレーションも駆使し迫る必要があるだろう． 
本プロジェクトでは，理論的アプローチから細胞の動態を数理的に扱い，組織や器官全体
の形を記述できるような方法論を確立することを最重要課題として取り組んだ．このよう
な方法論は，先行する研究として，細胞を粒子・多面体・Phase Field などで表現する方法
があるが，本研究では，計算量が比較的少ないという理由で多面体法に関して重点的に研究
を行ってきた．多面体法(Vertex Dynamics Model：VDM)は，本田久夫氏(神戸大)らが開発し
た手法であり，細胞を 2 次元もしくは 3 次元の頂点と，それらをつなぐ辺もしくは面の集
合で表現し，この頂点に関するエネルギー汎関数を与え，その勾配系として頂点の駆動方程
式を導出し，計算を行う方法論である．組織全体の形態形成を理解する上で，欠かせないツ
ールとなりつつあり，近年，主要な研究ジャーナルで理論と実験を橋渡しする役目も担って
いることから，非常に注目度の高い方法論である． 
 
２．研究の目的 
VDM では，エネルギー汎関数の設計とその最小化法が肝要である．エネルギー汎関数の設計
は，上述のように本田久夫氏，および関連する研究者らによりほぼ達成されているため，課
題としてはその最小化法のほうがウエイトは大きい．一般的には，エネルギー汎関数を最小
化する方法として，モンテカルロ法や数値的な勾配計算法(以降 数値的勾配計算法と記
載)などが多用される．モンテカルロ法は実装が容易であるが，乱数のゆらぎが計算に加わ
ってしまい，計算を高速化することはできないことが多い．一方，数値的勾配計算法は，頂
点の座標を数値的に摂動させることで，勾配方向を探索する方法であるが，探索結果を使っ
て一斉に頂点をアップデートした際に，頂点が衝突し，辺や面を突き抜けてしまう問題があ
る．VDM の作者である本多氏は後者の方法を用いているが，この頂点の衝突を防止するため
にかなり小さな計算刻みを用いており，必然的に計算速度は低速となっている．これを解決
することが 1つ目の目的である．（目的 1） 
 
2 つ目の目的は，計算上の初期の細胞配置（頂点の配置）をいかに適切に行うかである．従
来法では，三角形による有限要素メッシュからボロノイ領域を計算し，それを細胞とみなす
ことが多い．しかし，この方法は，2Dでは比較的容易であるが，3Dでは，一層の正六角柱
細胞をシート状に配置するだけでも，かなり複雑なトポロジー（頂点同士の隣接関係）を準
備する必要がある．したがって，特に 3D の細胞塊の場合では，頂点の配置は比較的難しい
問題となっているためこれを解決したい．（目的 2） 
 
最後は，繋ぎ変え問題の解決である．細胞の成長・分裂によって，隣接関係のトポロジーが
大きく変わる場合がある．特に細胞の辺の長さが短くなることで頂点が衝突することを避
けるために，しばしば“辺の繋ぎ変え”が行われている．標準的な VDM を用いた論文を調査
したところ，辺の長さがある閾値を下回った場合に，繋ぎ変えを行うように実装されている
ことが多い．しかしながら，幾何的には，繋ぎ変えが生じる状態は，エネルギー汎関数から
見れば，本来は等価なエネルギー状態を持つべきである．それにもかかわらず，強制的な繋
ぎ変えを行った場合，もとの方程式の解の振る舞いをきちんと表現しているかどうかはか
なり疑わしくなるため，繋ぎ変え前後でどのようなエネルギー状態にあるかを数学的に議
論したい．また，連続的な数値積分法のステップにこのような離散的なイベントを発生させ
ること自体も，数学的には気持ちが悪く，この意味でも厳密に調べることが必要である．（目
的 3） 
 
３．研究の方法 
 
目的１に関しては，VDM を汎関数の枠組みで捉え，厳密な形で汎関数微分を手計算で求める
手法を取る．この目的を達成するために，汎関数微分を計算する際に多用する演算を公式と



してまとめておき，全体の計算を簡単に行うことができるようにする．また，計算の高速化
の効果を試す意味でも，いくつかのアプリケーションを作成する． 
目的２に関しては，既存のソフトを Modify することで，メッシュジュネレーターをつくる．
既存の有限要素分割ソフトは多種多様であるが，コマンドラインユーザーでも実装がしや
すくなければならないことを踏まえ，voro++をベースに開発を行う．voro++は，C++で実装
される 3次元ボロノイ分割ソフトであり，エンジンも公開されている． 
目的 3に関しては，数学的な側面から扱うことで，解決するような糸口を見つけることをメ
インに行うが，実験を観察することも大切である．実際の発生現象では，繋ぎ変えはスムー
ズに起こる．ハエの複眼・翅（ハネ）・背中の細胞系をモデル生物系として用い，観察実験
を行うことを計画している．ハエの翅もしくは背中の組織は単層の上皮系であり，組織を壊
すことなく，細胞の動態を容易に観察することができる．特に，翅では最終的にほぼ正六角
形の細胞で平面が充填され，繋ぎ変えも観察される．この系を用いて，VDM における繋ぎ変
え方法の妥当性がチェックできる．  
 
４．研究成果 
 

目的１に関しては肯定的に解決され，汎関数微分の計算，およびその幾何的意味も理解で

きた．汎関数微分の数値計算では，ベクトルを用いた計算が非常に多くなるため，これを

C++で実装し，いつでも Call できるようにライブラリ化した．本ライブラリは，秋山の HP

から DL できるようにした(本報告書内に URL を記載)．また，埋め込み型ルンゲ・クッタ

ソルバーとの併用で，計算速度が最大 300 倍程度になることも確認した（図左参照）．ア

プリケーションとして，ショウジョウバエ後腸の捻転のシミュレーションに使用し，国際

学会，SMB2021 年に招待講演として，“A three-dimensional vertex dynamics model for 

understanding the twisting phenomenon of the hindgut of Drosophila ”と題して発

表した．また，同様のテーマで，2021 年度数学会秋季総合分科会の応用数学分科会特別講

演に招待講演として，「生物の左右性形成に関する数理的研究について」と題して発表し

た．連携研究者の佐藤純氏，林貴史氏(金沢大学)とともに，本計算結果に基づいた VDM の

大規模な数値計算を行い，計算の実用性，高速性を実証することもできた．なお本成果は

論文誌 Current Biology において”Tiling mechanisms of the Drosophila compound eye 

through geometrical tessellation, Takashi Hayashi, Takeshi Tomomizu, Takamichi 

Sushida, Masakazu Akiyama, Shin-Ichiro Ei, Makoto Sato”として 2022 年に出版され

ている．  

目的 2に関しては，voro++のコードを一部改良し，非凸な集合でもボロノイ分割できるよ

うにした．この際，細胞を任意の断面で切断し，その断面ともとの細胞の共通集合を作成

するルーチンの作成が肝となった．（図中参照） 

目的 3に関しては，細胞数が 4の場合，かつよく用いられる VDM のエネルギー項を使用し

た場合では，条件によって繋ぎ替え前後でエネルギーが減っていない状況を作り出すこと

ができた．このことから，やはり繋ぎ替えは慎重に行うべきイベントであることが示唆さ

れた． 一般的なケースで，どのような繋ぎ替えであれば安全なのかに関しては依然とし

て不明であるが，少なくとも繋ぎ変えイベントにおいて，繋ぎ変え後に真にエネルギーが

小さくなっていることを仮想的な計算により確認し，そのような場合にのみ繋ぎ変えイベ

ントを発生させる手順が正しいことがわかった（図右参照）．一方で，この問題は奥深い

問題で，問題の全容解明には至らなかった．これは未来への課題として今後も探求してい

く． 

 



以上のように，本研究は全体として当初の目標かそれ以上のレベルにまで達し，また新た

な数学的な問題も発見するに至った． 
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