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研究成果の概要（和文）：量子ウォークの量子性から誘導される背後にあるグラフの組合せ構造の抽出をその挙
動から抽出した。そのためにまずその共鳴性を利用して定常状態に収束する量子ウォークの数理モデルを構築す
ることに成功した。そして、その定常状態を特徴付けるにあたり、グラフのスペクトルを求める解析的な手法を
経由して、量子ウォークが満たす回路方程式を導出した。この回路方程式は、通常のグラフのラプラシアンで記
述される電気回路の回路方程式を拡張したものになっている。このことにより量子性によって誘導される幾つか
の全域部分グラフの族を与え、その族に含まれる全域部分グラフの数え上げにより、定常状態が与えられること
を証明した。

研究成果の概要（英文）：We extracted the combinatorial structure of the underlying graph induced by 
the quantum property of the quantum walk from its behavior. For this purpose, we first succeeded in 
constructing a mathematical model of a quantum walk that converges to a stationary state using its 
resonance property. Then, in characterizing the stationary state, we derived the circuit equation of
 the quantum walk through an analytical method to obtain the spectrum of the graph. This circuit 
equation is an extension of an ordinary circuit equation of an electric circuit described by the 
Laplacian. This gives several families of spanning subgraphs induced by the  quantumness, and we 
prove that counting up the spanning subgraphs in the families gives the stationary state.

研究分野： 量子ウォーク

キーワード： 量子ウォーク　量子グラフ　ランダムウォーク　グラフ

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
将来実用化が期待される量子コンピュータの中で、マルコフ連鎖確を2乗加速でシミュレートすることのできる
量子ウォークの基礎的な研究の中で、次のような成果を上げた。量子共鳴現象に対応する現象を量子ウォークで
も与え、その定常状態へ収束する仕組みを数学的に明らかにした。そして、その定常状態をより身近なグラフの
組合せ構造の数え上げにより、与えらることを証明し、量子的な現象のビジュアル化を図った。さらにその散乱
行列や内部のエネルギーを導入し、スペクトル散乱理論の研究者との共同研究を実現するだけでなく、光学素子
を用いた実装を実験系の研究者と共同研究を実現させ、その有効性が広まった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
量子ウォークの本格的な研究は量子探索の超高速化を可能にするアルゴリズムの中で駆動す

ることから始まった。その後 2000 年初頭から現在まで継続して量子ウォークの研究が盛んに行
われる主要な理由として、様々な研究分野とのオーバーラップがあることを強調したい。例えば、
物性物理においては、QW を表面にのみ電気が通るトポロジカル絶縁体中の電子の運動を記述
する離散モデルとして捉えている。そして、1 次元上の 2 重デルタポテンシャル付きの量子共鳴
現象を与える定常シュレディンガー方程式の解と一対一対応を与える、量子ウォークモデルが
ある。このシミュレータモデルから逆に量子ウォークの各作用素をレーザーの実験でよく用い
られている実験機材(半波長板と偏光ビームスプリッタ)に対応させ、現在この共鳴現象のフィネ
スの容易な調整が可能な実装の共同研究が行われている。実はこの実験装置のデザインを与え
る量子ウォークと機材を非自明に結ぶこのある種の“同型”写像の導出は、クリーク分解やライ
ングラフ化、細分化、またはその逆操作といったグラフ理論で頻繁に行われる変形のノウハウを
1 次元の格子に応用した結果である。そしてより一般的な考察においては、辺彩色の概念が有効
で、量子ウォークの構成可能性の判別に有用であることが最近の研究で解ってきている。このよ
うに離散的な単純な模型であるにも関わらず、グラフ理論とレーザー制御の実験が出会える連
携を見ることも、量子ウォークの研究の面白さの一つでもある。このように QW を懸け橋にし
て得られた知見により、先ほどのグラフ理論との結びつきのように、各専門的な研究を、QW で
動機される新たな数学的、物理的諸問題をより誘導し、深く掘り下げ、理解が深まるフィードバ
ックとなることにも繋がっていた。 
 
２．研究の目的 
 
量子ウォークの時間発展の読み方はその専門分野によって多様であるが、実は上に挙げたも

のの多くは、量子ウォークを波の透過と反射のダイナミクスとして捉えることで進展した。そこ
でこの読み方と相性の良い各頂点に境界条件が課せられている平面波の定常シュレディンガー
方程式を与える量子グラフから誘導される量子ウォークについて考察する。以下これを量子グ
ラフウォークと呼ぶ。量子グラフの解は、この量子ウォークの一般化固有値 1 の固有方程式の
解との関係を見出せスペクトル散乱理論の分野と結びつきが強い。また量子グラフウォークで
は、背後にある量子グラフの境界の設定を変化させ、ランダムウォークとの結びつきがある
Grover walk などこれまで研究されてきた多くの量子ウォークモデルを含めるため、系統的な
より量子ウォークの俯瞰的な描像の獲得を目指す。 
ところで、そもそも量子グラフウォークはユニタリ作用素で時間発展するダイナミクスであ

るにもかかわらず、これまでは単なる量子グラフの解を得るための固有方程式を解くための静
的なツールとして提案されてきた。そこでこの動的な意味を本研究で新たに解明することがき
っかけで新たに導入する性質が、QW の共鳴現象である。つまりこの共鳴現象によって、QW を
力学系としてみたときに固定点 = 一般化固有値 1の固有ベクトルに収束するというアイディア
である。これは、偏微分方程式、スペクトル・散乱理論の専門家達との共同研究の経験から得ら
れたものであり、相乗効果が期待される。さらに背後にあるグラフの幾何的性質(例えばどのよ
うな閉局面に埋め込み可能かなど)が反映されているかをこの定常状態の性質を眺めるだけで言
い当てる逆問題を目標にする。そのために著しく発展を遂げている位相幾何学的グラフ理論の
アイディアを取りこみながら研究を遂行していく。 
 
３．研究の方法 
 
既約な有限グラフ上のランダムウォークは必ず定常状態に収束する。この事実から定常状態

への収束のスピードの評価にまつわるカットオフ現象の研究や、電気回路のランダムウォーク
の記述など、豊かな現象やそのスペクトルとグラフの幾何構造との対応関係などに関する数学
的構造を探求する研究が展開されていく。その一方で、有限グラフ上の量子ウォークではその時
間発展のユニタリ性により固有値が複素平面上の単位円周上に分布しているため、ダイナミク
スの収束を得るのは一筋縄ではいかない。しかしながら、従来の量子探索アルゴリズムにおいて、
2 乗加速を実現させるためには、適切な時刻で観測をしないと、マークされた頂点を観測するこ
とのできない、いわゆる「スフレ問題」がある。これも、量子ウォークの固有値が単位円周上に
分布しているため、漸近的に挙動がある周期で振動するところにある。もし固定点に収束するよ
うな量子ウォークダイナミクスが構成できれば、量子性が起因するより豊かなスペクトルとグ
ラフの幾何構造の関係を表す数学的構造などが得られることが期待される。 
 そこで、有限・連結グラフの幾つかの頂点に tail と呼ばれる半無限パスを接続する。初期状
態として、1つ tail を選んできて、元のグラフに向かうパスの全ての有向辺に値 1を持たせる。
ここで tail 上では(反射のない)自由量子ウォークになるように各頂点に量子コインを設置する



ことが重要な設定である。するとこの内部のグラフの立場から見ると、外部からソースが常に同
じだけ供給され、一方でそれと同時に tail と接続している頂点からはシンクとして放出される
力学系になっている。この流入と流出がバランスすることで、内部で共鳴が起き、定常状態が得
られることが予想される。この数学的な証明を以下のことに注意して完成させる：このモデルの
系全体のユニタリ作用素を内部グラフに制限すると、一般には正規性が保証されない。ここが正
規性を仮定して進展させていたこれまでの先行研究とは大きく異なるこのモデルの特徴的で興
味深い点で、一般化固有値問題として取り組む。 
 
４．研究成果 
 
まず、上述の流出入のある量子ウォークモデルにおいて、時刻無限大で固定点に収束することの
証明を与えることができた。ユニタリ行列の内部グラフに関する部分行列に対する固有値解析
が必要で、一般にこの部分行列の正規性や半単純性は保証できないことに注意しながら、ジョル
ダン分解を行うことで、その証明が行われる。そのもとで、この定常状態の特徴づけを幾つかの
場合で次のように成功した。 
 流入の振動数が 0の場合、この定常状態は、量子ウォークの時間発展を記述する背後にあるラ
ンダムウォークが可逆のときは、このランダムウォークの各辺の重みがコンダクタンスとなる
電気回路を流れる電流と、このランダムウォークの定常状態との線形和で、量子ウォークの定常
状態が特徴づけられることを証明した。またその流入と流出の関係を与える散乱行列は各頂点
における各時刻の局所的な散乱を記述する量子コインがそのまま復元されることがわかった。
一方で、対応するランダムウォークが非可逆な場合、その散乱は、完全反射になることを示した。
また流入の振動数がπで、背後にあるランダムウォークが各頂点均一な確率で推移するもので
誘導される量子ウォークの場合、グラフが 2 部グラフの場合は本質的に流入の振動数が 0 の場
合のときと同じような挙動を示し、非 2部グラフの場合は、その散乱が完全反射になることを証
明した。 
 定常状態における内部グラフに制限した 2 乗ノルムを、内部のグラフにどのくらい量子ウォ
ークが居心地よく存在するかを表す指標として与え、これをグラフに対する量子ウォークの快
適度と定義した。この快適度は Grover walk で、流入の振動数が 0の場合は、全域木の個数、い
わゆる複雑度を用いて、電気回路のエネルギーとして表される。その一方で、流入の振動数がπ
の場合は、1奇サイクルを連結成分としてもつ全域部分グラフの個数が関係し、これらの全域部
分グラフの数え上げによって記述されることが示された。また、有限パスに特化した場合につい
ては、入力振動数に対する、快適度としてとらえ、快適度が入力振動数に対してどのような有限
パスの長さ Nのオーダーで表現することができた。それは、実に O(1)から O(N3)まで入力振動数
に応じてバラエティがあることが導かれる。また、そのパスの各点における快適度に関する Nに
対する極限定理を導いた。 
 一般の振動数の場合に関しては、通常のラプラシアンと符号付ラプラシアンを一つのパラメ
ータで連続的に繋ぐ、一般化ラプラシアンを定義し、この一般化ラプラシアンの「逆行列」を用
いて、定常状態、散乱行列、快適度を与えた。ここで、振動数によってはこの一般化ラプラシア
ンは逆行列を持たない場合があるが、これらが除去可能特異点となることを、一致の定理などを
用いて、証明し、さらに加藤の摂動論により、一見すると特異点に見える入力の場合の挙動を再
現した。 
 また、定常状態に収束する速さについても考察し、正則グラフの全ての頂点から同じだけ流入
がある場合は、その速さが次数に対して単調減少するという、ランダムウォークの観点から見れ
ば半直感的な結果が得られた。例えば、ランダムウォークでは頂点数 Nに対して、完全グラフで
は O(1)、円環では O(N2)であるのに対して、量子ウォークでは驚くべきことに、完全グラフでは
その速さは O(N log N)に対して、円環では O(log N)となる、正反対の現象が起こる。さらに、
ある頂点での量子コインの符号を反転させることで、マークし、この頂点における量子探索を考
えた。そこで、最初のトライアルで完全グラフで考察すると、定常状態では 1/2 の確率でこのマ
ークされた頂点を発見することができる。しかしながら、このアルゴリズムが収束するまでの時
間は、O(N log N)となり、少しがっかりする結果になったが、収束するまでには脈動を起こして
おり、この脈動の周期が O(N1/2)で、しかもそのピークでの発見確率が 1/2 以上となることが証
明された。したがって、この新しいアルゴリズムは、O(N1/2)の適当な時刻に万が一観測し損ねて
も、O(N log N)だけ待てば、必ず、1/2 の確率で、マークされた頂点を発見することができる、
「保証付き」の新しい量子探索アルゴリズムを提案した。 
 このように数学的な骨組みも徐々に構築されてきたので、量子光学との共同研究も進め、光学
偏光素子を用いた、この流出入型量子ウォークモデルのデザインを与えることができた。これ以
外にも、スペクトル散乱理論、方やグラフ理論、に関係する新たな量子ウォークの諸問題が誘導
され、様々な分野の研究者との共同研究を生み、それぞれの分野との相乗効果が生じる結果とな
った。 
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