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研究成果の概要（和文）：(1)I型超離散ハングリー戸田方程式およびI型超離散ハングリーロトカ・ボルテラ系
の有限回の時間発展によって，min-plus代数における帯行列の固有値が計算できることを明らかにした。I型超
離散ハングリー戸田方程式は多重のバブルソートを同時に行っていると解釈でき，収束高速化のための発展方程
式を得た。(2)箱と玉の両方に番号がついた箱玉系の保存量を導出し，ハングリーε-BBSとの関係を明らかにし
た。(3)量子ウォークのmax-plus類似として，max-plusウォークを導入した。相関付きランダムウォークを基に
拡張型の離散バーガース方程式が得られ，超離散化することで新たな交通流モデルを導出した。

研究成果の概要（英文）：(1) It is shown that eigenvalues for banded matrices over the min-plus 
algebra can be computed by the ultradiscrete hungry Toda equation of type I and the ultradiscrete 
hungry Lotka-Volterra system of type I. The ultradiscrete hungry Toda equation of type I can be 
interpreted as performing multiple bubble sort simultaneously. The evolution equation for 
convergence acceleration is obtained.(2) Conserved quantities for the box and ball system with 
numbered boxes and balls are derived, and the relationship with the hungry ε-BBS is also clarified.
(3) The max-plus walk is introduced as a max-plus analogue of the quantum walk. An extended discrete
 Burgers equation was obtained based on the correlated random walk, and a new traffic flow model was
 derived by ultradiscretization.

研究分野： 応用数学，可積分系，数値解析

キーワード： 超離散可積分系　min-plus代数　max-plus代数　固有値　箱玉系　グラフ理論　交通流モデル　超離散
化

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
これまで主に連続系や離散系で議論されてきた可積分アルゴリズムに関する理論を超離散系に拡充したことで，
他の可積分アルゴリズム研究の今後の新たな展開が期待される。本研究で新たに得られたアルゴリズムは
min-plus代数上のアルゴリズムとして解釈されるが，min-plus/max-plus代数はスケジューリング問題や制御理
論，離散事象システムなどへの応用が知られている。今後の実用化を目指したアルゴリズムの開発・改良によ
り，これらの応用分野にとっても有益となり得る。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

代表的な可積分系である連続時間戸田格子と数値計算法である QR アルゴリズムとの関係を

Symes が指摘したことを契機に，離散可積分系と数値計算アルゴリズムの漸化式との等価性に

関する研究が行われてきた。特に，離散時間戸田方程式と関連が深い固有値計算のための QR 法

や qd 法は，現代においてもその改良版が標準的に用いられている。さらには，離散可積分系を

基に新たな数値計算アルゴリズムの開発も行われ，可積分系の数理構造を有する高速・高精度な

数値計算アルゴリズムが定式化されてきた。一方で，差分方程式に対して，変数変換と極限操作

によって区分線形な方程式を得る超離散化と呼ばれる手法が提案された。箱と玉で構成される

力学系である箱玉系の運動方程式は，離散戸田方程式の超離散化と一致することが知られてい

る。さらに，箱玉系の収束加速版はソーティングアルゴリズムのバブルソートとみなすことがで

きる。 

研究代表者らのこれまで研究において，離散ハングリー戸田方程式や離散ハングリーロトカ・

ボルテラ系などの離散可積分系から，非対称帯行列に対する固有値計算アルゴリズムを定式化

しており，可積分系特有の性質から，アルゴリズムの数理的な解析が可能となっている。さらに，

それらの可積分系の超離散版と対応する一般化された箱玉系が定義され，その解析も行ってい

る。一方，Ｍin-plus 代数とは，実数の集合に負の無限大を加えた集合において，和と積をそれ

ぞれ min と+で定義した代数系である。超離散戸田方程式は min-plus 代数上の方程式とみなす

ことができ，超離散戸田方程式が min-plus 代数上の行列の固有値を求めることが可能であるこ

とが，研究代表者らによって指摘されていた。 

 

２．研究の目的 

これまで主に連続系および離散系で議論されていた可積分系の数理構造をもつ数値計算アル

ゴリズムの枠組みを超離散系まで拡げる。具体的には，超離散ハングリー戸田方程式，超離散ロ

トカ・ボルテラ系などを対象とし，離散系で定式化されている固有値計算アルゴリズムの min-

plus 代数版の構築を目指す。さらには，関連する箱玉系や超離散系に関する理論の拡充も併せ

て検討する。 

 

３．研究の方法 

離散ハングリー戸田方程式や離散ハングリーロトカ・ボルテラ系に基づいて定式化された帯

行列に対する固有値計算アルゴリズムを起点に，方程式およびアルゴリズムのレベルでの超離

散化を行い，min-plus 代数における固有値計算アルゴリズムに関する検討を行う。数理的な解

析手法としては，超離散方程式自体の解析に加えて，min-plus 代数上の行列の固有値と関連が

深いグラフ理論的なアプローチについても検討する。 

 

４．研究成果 

(1) I 型超離散ハングリー戸田方程式は，玉に番号を付けて区別した番号付き箱玉系の運動方

程式と一致することが知られていた。番号付き箱玉系の保存量と収束性の解析から，I型

超離散ハングリー戸田方程式の有限回の時間発展によって，min-plus 代数上における上

Hessenberg 行列の固有値を計算できることを明らかにした。さらに，I型超離散ハングリ

ー戸田方程式は多重のバブルソートを同時に行っていると解釈でき，ソーティングを高速



化するための発展方程式を得た。これにより，min-plus 代数上の固有値計算の高速化への

応用も可能となる。 

(2) I 型超離散ハングリーロトカ・ボルテラ系について，一般の任意パラメータをもつ場合の

漸近挙動や保存量を明らかにし，その時間発展によって，min-plus 代数上の帯行列の固有

値が計算できることを示した。さらに，(1)の I 型超離散ハングリー戸田方程式との行列

レベルでの対応についても明らかとなった。さらに，グラフ上の最短経路問題を解くダイ

クストラ法について，古典的な線形計算アルゴリズムである Kaczmarz 法の超離散化に対

応することも部分的に明らかとなっている。 

(3) 量子ウォークの max-plus 類似として，max-plus ウォークを導入し，その性質を明らかに

した。Max-plus ウォークの時間発展後の状態を決定する行列を陽的に構成することに成

功し，Max-plus ウォークの定常状態や極限分布について議論した。さらに，ランダムウォ

ークを拡張した相関付きランダムウォークに対し，コール・ホップ変換によって拡張型の

離散バーガース方程式を得ている。この拡張型離散バーガース方程式を超離散化すること

により，拡張型の超離散バーガース方程式が得られ，初期値を整数値に制限することで，

新たな交通流モデルを導出し，密度と流量の関係を表す基本図の解析を行った。 

(4) I 型および II 型の超離散ハングリー戸田方程式はそれぞれ玉もしくは箱に番号をつけて

区別した拡張された箱玉系と対応するが，本研究では，箱と玉の両方に番号がついた箱玉

系を導入し，その運動方程式が拡張型離散ハングリー戸田方程式の超離散化によって得ら

れることが示された。また，組合せ論的手法を用いて，新たな箱玉系の保存量を導出し，

ハングリーε-BBS との関係についても明らかにした。 
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