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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，極大単調作用素の零点問題の解への近似法である近接点法で使われ
るリゾルベント作用素の値を求めるアルゴリズムの研究を行う．また，リゾルベント作用素は非拡大性を持つた
め，非拡大型写像の不動点近似法の研究も行う．初めに，バナッハ空間やヒルベルト空間においてさまざまな非
拡大型写像の不動点近似法の成果を得た．そして，Q型およびR型のリゾルベント作用素の値を求めるアルゴリズ
ムを得ることができた．さらに近接点法に関しても新たな成果も得た．

研究成果の概要（英文）：In this research, we study an algorithm for finding the value of the 
resolvent operator used in the proximal point algorithm to the solution of the zero point problem 
for maximal monotone operators. We also study a fixed point algorithm of nonlinear mappings of 
nonexpansive type satisfied by the resolvent operator. We first obtained some fixed point algorithms
 for nonlinear mappings of nonexpansive type in Hilbert space and a Banach space. Next, we proposed 
algorithms for finding the value resolvents of type (Q) and (R) in a Banach space. We also proposed 
a new algorithm for  the zero point problem for maximal monotone operators.

研究分野：非線形関数解析学

キーワード： 極大単調作用素　リゾルベント作用素　零点問題　近接点法　非拡大型非線形写像　不動点近似法　ヒ
ルベルト空間　バナッハ空間
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研究成果の学術的意義や社会的意義
極大単調作用素の零点問題は工学，物理学や経済学等のさまさまな分野に応用される．近接点法は零点問題の解
への代表的な近似法であるが，点列構成に用いられるリゾルベント作用素の値を求めることは一般的に容易では
ない．先行研究はいくつかあるがそれぞれ課題がある．本研究ではこれら課題を解決できた．さらに，一連の研
究で新たな不動点近似法や近接点を提案も行い学術的意義は高いと考える．また，近接点法は現実的な問題に対
する具体的なアプローチであるが，先行研究における数学的には正しいが現実的計算が困難であった問題点を解
決したことは数学以外の関連分野での応用上に大きなメリットであり社会的意義は高いと考える．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
極大単調作用素の零点問題（以下、 零点問題）は、数学のみならず物理学、工学、オペレー
ションズ・リサーチ、経済学等のさまざまな分野の非線形問題を定式化した問題で、多くの研究
者によって解の存在理論や近似理論の研究がなされてきた。特に 1970 年代の Martinet、
Rockafellarの研究を基礎にした近接点法の研究は凸最適化問題等の現実的な問題に対する具体
的なアプローチであり重要な研究である。 

 
近接点法には極大単調作用素の逆像から生成されるリゾルベント作用素と呼ばれる写像が用
いられる。初期点に対し、リゾルベント作用素を繰り返し施して点列を構成する手法であるが、
このリゾルベント作用素の正確な値をどのように求めるか？ということは長年の課題であり部
分問題として認識されている。Rockafellar は自身が近接点法の提案時にこの問題提起もしてお
り、正確なリゾルベント作用素の「近い値」を逐次的に求めて点列を構成する誤差を求めた手法
も提案している。しかし、この手法は各ステップの誤差から構成される誤差数列は 0 に収束す
る必要がありステップ数が大きくなると、ほぼ正確な値を求める必要がある。仮に許容された誤
差が比較的大きい条件だとしてもリゾルベント作用素の正確な値が分からない限り、誤差の許
容範囲の値かどうかを判定するのは容易ではなく、根本的な解決方法ではない。また、近接点法
の研究は 2000 年頃より Kamimura-Takahashi らの研究に代表されるようにバナッハ空間に
おける研究を中心に爆発的に進展してきたが誤差を利用した方法以外での部分問題の解決を目
指す研究は殆どないのが現状である。 

 
一方 1973年に Bruckはヒルベルト空間において“リゾルベント作用素の値”を求める近似
法（以下、リゾルベント近似法）を提案したが、その点列構成には初期点を、解であるリゾルベ
ント作用素の正確な値に「近い値」に設定しなければならず、近接点法の部分問題と同じ課題を
抱えている。1990年には Chidumeがこの課題を解決する形でバナッハ空間においてm-増大作
用素に関するリゾルベント近似法を提案したが、点列の構成の際に具体的に求めるのが難しい
関数を用いて点列を構成するという別の課題を抱えている。さらに他の課題もある。ヒルベルト
空間の極大単調作用素をバナッハ空間へ拡張するとき、極大単調作用素とm-増大作用素の 2つ
の別の概念に拡張される。バナッハ空間における近接点法の研究は極大単調作用素に関するも
のが主流であり、凸最適化問題や変分不等式問題等の応用面を考慮すると極大単調作用素に関
する手法の部分問題の解決が必要となっている。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的はこれまで有効な解決法が示されなかった近接点法の部分問題の解決を目指す
ことである。1990年頃からあまり研究が進んでいないリゾルベント近似法の研究を発展させ、
これまでの課題の解決を行う。そしてヒルベルト空間における極大単調作用素に関するリゾル
ベント近似法に関する理論の再構築を行い、近接点法の部分問題の解決を目指す理論構築を行
う。そして、より汎用性の高いバナッハ空間における理論構築と解明を目指す。 

 
また、リゾルベント近似法や近接点法の研究は、非拡大型非線形写像の不動点を求める不動
点近似法とも密接な関係がある。ヒルベルト空間における極大単調作用素から生成されるリゾ
ルベント作用素は堅非拡大性という性質をもつ。一方、バナッハ空間におけるリゾルベント作用
素のもつ堅非拡大性は複数の概念に拡張される。特に、目的である極大単調作用素に関しては、
P型、Q型、R型と呼ばれる堅非拡大性である。これら非拡大性写像の不動点近似法を解明する
ことで、リゾルベント近似法の研究にも役立つと考えられるため、写像の非拡大性の研究と、こ
れら非拡大性写像の不動点近似法の理論構築と解明も目指す。 
 
３．研究の方法 
 
はじめに、リゾルベント近似法の既存の研究の課題の解決を行うための先行研究の調査や情
報収集をおこなう。次にリゾルベント近似法の理論構築と解明を目指す。それには、非拡大型非
線形写像の不動点近似法に関する並行して理論構築と解明もめざす。そして近接点法の「部分問
題」の解決を得るための理論構築を目指す。これらの研究を進めるための具体的な研究方法は以
下のように行った。 
 
（１） 国内外の関連する国際会議や国内の研究集会に継続的に参加し、本研究に関する情報収
集、参加した研究者と意見交換をおこなった。 

（２） 本課題に関連する書籍や学術誌などから文献調査で、先行研究や最新の成果からの情報



収集を行い、研究の方向性を検討する。 
（３） 本課題は研究代表者一人だが、成果物によっては他研究者とも共同研究を行い、共同研
究者からの多角的な意見を反映する形でも研究を進める。 

（４） 得られた成果に関しては、査読付きの国際学術誌へ投稿し、国際会議や国内の研究集会
でも発表する。また、多くの意見を求めるため解説論文も紀要等に投稿する。 

 
４．研究成果 
 
研究成果に関して以下の成果が得られた。 
 
（１） リゾルベント近似法に関する研究 
当初、ヒルベルト空間において、先行研究の２つの問題を解決するため研究をすすめ成
果を得たが、その証明方法はもう少し検討を進めれば、いきなり難関のバナッハ空間に
拡張できることに気が付き、さらに検討を進めバナッハ空間における Q 型および R 型
のリゾルベント近似法の成果を得て、査読付きの国際学術誌に受理され掲載された。こ
の近似法は初期点も任意の点でよく、点列構成もシンプルな形式で構成でき、先行研究
の問題点をすべてクリアすることができた。ただし、コロナ禍で思うように研究が進め
られなかったこと、さらに、投稿先の学術誌の編集上の都合で掲載されたのは課題期間
後の 2024 年 4 月となった。 
 

（２） 近接点法に関する研究 
部分問題に関しては（１）の成果を得たことや、以降の近接点法の研究や（３）と（４）
の不動点近似法の研究を進めることで、部分問題を解決する点列構成関して、これまで
と違う工夫が必要であることがわかり、いくつかの構成方法のアイディアが得られた。
このことは理論構築に一定の成果が得られたと言えよう。また、部分問題の解決とは別
に、近接点法に関しては新たな成果が得られた。先行研究の調査で 2018 年に許容範囲
を認める収縮射影法をいう新たな不動点近似法が Takeuchi により提案されていたこと
が分かった。この手法を適用することで、ヒルベルト空間において新たな近接点法の成
果を得ることができ学術雑誌で掲載され、国際会議や国内研究集会でも発表した。これ
は、既存の誤差法を用いた収縮射影法による近接点法とは違う新たなアプローチの誤差
法で、近接点法の研究に新たな知見をもたらすことができた。さらにバナッハ空間への
拡張も成功しており、零点問題の研究の発展に寄与できたものと考える。 
 

（３） リゾルベント作用素のもつ非拡大型写像に関する不動点近似法の研究 
バナッハ空間においてリゾルベント作用素の持つ非拡大性について２つの不動点近似
法の成果をえて、共に査読付き国際学術誌へ掲載され、国際会議や国内研究集会でも発
表した。一つ目は Q型リゾルベント作用素の持つ非拡大型写像に対して、総和不可能誤
差付の収縮射影法を用いた 2 つの共通不動点近似に関する成果を得た。二つ目は P型、
Q型、R型の写像を拡張した疑 P型、疑 Q型、疑 R型に関する総和不可能誤差付の収
縮射影法を用いた不動点近似法に関する成果を得た。この成果を用いた応用として、近
接点法へも適用でき、零点問題の解への近似法も得た。これらの一連の研究は、不動点
近似法を近接点法の関連をより深く解明できたことだけでなく、（１）と（２）の研究成
果を得るための参考にもなった。 
 

（４） 新たな非拡大型写像に関する性質の解明と不動点近似法の研究 
ヒルベルト空間において吸引点という視点から写像の非拡大性の解明をすすめ、以下の
２点の成果を得て、それぞれ査読付き国際学術誌へ掲載され、国際会議や国内研究集会
でも発表した。一つ目は、非拡大型写像であるλハイブリッド写像の Baillon 型近似法
をもちいて、2 つの写像の共通不動点への弱収束定理を得た。二つ目は疑非拡大写像の
概念を写像族に関する性質にすることで抽象化し、その２つの写像に関して Baillon 型
と Mann 型を融合させた近似法に関しての弱収束定理を得た。これらの成果は非拡大性
を新たな視点から除くことで不動点近似法へ新たな知見をもたらした。また、（１）から
（３）の研究成果を得るための参考にもなった。 
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