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研究成果の概要（和文）：本研究では、複雑ネットワーク上のパーコレーションモデルが示すロバスト臨界性と
ネットワーク構造の関係を調べた。特にネットワークの階層性、双曲性、次元性に注目し、階層ネットワークが
persistent rootなる頂点を持たない場合にロバスト臨界性が現れること、双曲的なネットワークであるツリー
にランダムショートカットを追加すると臨界相が消失すること、フラクタルネットワークモデルの次元を有限か
ら無限に動かしたとき、次元が有限である限りロバスト臨界性は現れないことを確認した。

研究成果の概要（英文）：In this study, we investigated the relationship between robust criticality 
observed in complex networks and their structure. We specifically focused on the hierarchy, 
hyperbolicity, and dimensionality of networks. Our findings revealed that (i) robust criticality 
emerges in hierarchical networks when there is no persistent root, (ii) adding random shortcuts to 
tree networks, which are hyperbolic, leads to the disappearance of the critical phase, and (iii) 
robust criticality does not emerge as long as the dimension remains finite, even when the dimension 
of a fractal network model is changed from finite to infinite.

研究分野：統計物理

キーワード： 複雑ネットワーク　ネットワーク科学　パーコレーション　感染症モデル　相転移　臨界現象

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は、複雑ネットワーク特有の相転移現象に関する新たな理解を提供するものである。階層性、双曲性、次
元性といったネットワークの性質とロバスト臨界性の関係性を論じた点に独自性があり、学術的意義を持つ。ネ
ットワークの頑健性解析や感染症モデルの研究が実ネットワークの設計や感染症対策に応用可能であることか
ら、本研究で得られる理解が、インフラの強化や公衆衛生の向上に貢献することが期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
複雑ネットワークとは、WWW や人間関係のように巨大で複雑なつながりを持つネットワーク
を指し、1990 年代末から幅広い分野で研究されてきた。多くの現実ネットワークに共通するス
ケールフリー性やスモールワールド性といった特徴が明らかになり、そのような特徴を持つネ
ットワークのモデルがさまざまに提案されてきた。複雑ネットワーク研究において、ネットワー
ク上の統計物理モデルの相転移は中心課題の一つである。しかし、統計物理理論は従来ユークリ
ッド格子を前提としており、複雑ネットワークはランダムで非一様なつながりを持つため、ユー
クリッド的ではない。非ユークリッド的なネットワークでは、ユークリッド格子には見られない
新奇相転移を示すことがある。 
 
例えば、ネットワーク上のパーコレーション模型を考えよう。ネットワーク上のサイトパーコレ
ーション（ボンドパーコレーション）とは、ネットワークの各頂点（各辺）を確率 pで残し、そ
うでなければネットワークから取り除くという確率過程である。ユークリッド格子では、特定の
臨界点を境に非パーコレート相からパーコレート相への相転移が起こるが、非ユークリッド的
な nonamenable graph（NAG）では、無秩序相と秩序相の間に、有限区間にわたって臨界状態
が続く臨界相が現れることが報告されている。このロバストな臨界性は、いくつかのネットワー
クモデルで解析計算やモンテカルロシミュレーションを通じて確認されているが、どのような
ネットワーク構造であればロバスト臨界性が現れるのかは明らかになっていない。また、パーコ
レーション模型以外にも、感染症モデルのような格子確率モデルにおいて臨界相が予想される
が、複雑ネットワークにおけるロバスト臨界性の解析は進んでいない。 
 
２．研究の目的 
 
上述の背景を踏まえ、本研究では、ネットワークの構造とネットワーク上の相転移現象の関係を
調べ、非ユークリッド的なネットワークに現れる新奇相転移を定性的に理解することを目的と
した。特に、ネットワークの構造として階層性、双曲性、次元性に注目し、ロバスト臨界性との
関係を探った。 
 
３．研究の方法 
 
本研究では、以下のような設定のパーコレーション模型を解析した： 
・階層ネットワーク上のサイトパーコレーション：ネットワークの階層性とロバスト臨界性の関
係を論じた。 
・ランダムショートカット付きのツリー上のボンドパーコレーション：ネットワークの双曲性と
ロバスト臨界性の関係を論じた。 
・次元を調整できるフラクタルネットワークモデル上のボンドパーコレーション：ネットワーク
の次元性とロバスト臨界性の関係を論じた。 
 
また、ネットワークとその上のダイナミクスの関係を理解するため、適宜関連する研究も行った。
本研究期間において、臨界状態におけるネットワーク構造の解析、次数相関構造を持つネットワ
ークのパーコレーション転移の解析、補強を施したネットワークの頑健性の解析、ネットワーク
上の感染症モデルに関する研究を行った。 
 
４．研究成果 
 
ロバスト臨界性に関して、本研究で得られた成果は以下の通りである。 
 
(1) 階層ネットワーク上のサイトパーコレーション：小さなネットワークパターンを入れ子的
に組むことで構成される階層ネットワークでは、サイトパーコレーションは確率 p によらず常
に臨界相を示すことが報告されていた。階層ネットワークの構成方法に着目し、”persistent 
root”と定義される頂点を持たない構成であればロバスト臨界性が現れることを見出した。（能
川知昭氏（東邦大学）との共同研究） 
 
(2) ショートカット付きツリーのボンドパーコレーション：ツリーは双曲的なネットワークで
あり、パーコレーションは臨界相を示す。ツリーにおいて leaf 世代にある頂点ペアの間に適当
な確率に従ってショートカットを追加すると、ツリーの双曲性は失われることが報告されてい
る。ショートカットの追加方法に従って、パーコレーションの相図がどう変化するかをモンテカ
ルロシミュレーションで調べた結果、ショートカットの追加方法によって臨界相が消失し臨界



点が現れる場合もあれば、臨界相が維持される場合もあることがわかった。同時に、ネットワー
クの双曲性と臨界相の有無に直接的な関連がないことも明らかとなった。そこで、ネットワーク
のコア（有限割合の頂点ペアの最短路に必ず使われるような頂点のグループ）の存在に着目し、
コアの有無と臨界相の有無の間により近い関連があることを指摘した。（能川知昭氏（東邦大学）
との共同研究） 
 
(3) 正相関ネットワーク上のボンドパーコレーション：exponential random graph (ERG)モデ
ルの手順によって、ランダムグラフに正の次数相関構造を入れたとき、パーコレーションはロバ
スト臨界性を示すことが報告されていた。一方、別のアルゴリズム（local optimal algorithm; 
LOA）を使って正相関ネットワークを作った場合、ERG で作ったものとは異なり、かつ平均場の
ユニバーサリティクラスとも異なる臨界特性が出てくることも報告されていた。本研究で大規
模なモンテカルロシミュレーションを通じて検討した結果、LOA で作られたネットワークは正相
関構造の度合いにかかわらず、ランダムグラフと同じ平均場のユニバーサリティクラスに属す
ることを明らかにした。一方、ERG で作られたネットワークはロバスト臨界性を示すことを再確
認した。（水高将吾氏（北陸先端科学技術大学院大学・当時）との共同研究） 
 
(4) フラクタルネットワーク上のボンドパーコレーション：Song-Havlin-Makse (SHM)モデルは、
ネットワークの生成時の辺の繋ぎ変え確率を調整することにより「有限次元のフラクタルスケ
ールフリーツリー」から「無限次元のスモールワールドスケールフリーツリー」まで生成するこ
とができる。ネットワークの次元性とロバスト臨界性の関係を調べるため、SHM モデル上のボン
ドパーコレーションにおけるルートクラスターのフラクタル指数を導出した。フラクタル指数
から、有限次元のスケールフリーツリーでは pの全領域が非パーコレート相となり、無限次元の
スケールフリーツリーでは pの全領域が臨界相になることを明らかにした。（研究室学生との共
同研究） 
 
その他、ネットワークの構造と相転移に関する研究として以下の成果を得た。 
 
(5) 臨界ランダムネットワークの次数相関構造：ランダムネットワークの臨界点近傍における
最大連結成分を記述する式を導出し、負次数相関構造が長距離に及ぶ様子を明らかにした。（水
高将吾氏（北陸先端科学技術大学院大学・当時）との共同研究） 
 
(6) 強い負次数相関構造を持つネットワークのユニバーサリティクラス：強い負次数相関構造
をいれたネットワーク上のボンドパーコレーションを解析し、強い負次数相関構造がパーコレ
ーション転移の臨界指数を平均場クラスの値と異なるものに変えることを明らかにした。（水高
将吾氏（北陸先端科学技術大学院大学・当時）との共同研究） 
 
(7) クラスター性のあるネットワークの巨大連結成分構造：クラスター性のあるネットワーク
上のパーコレーション過程で構成される巨大連結成分のネットワーク構造を記述する解析手法
を提案し、臨界点において巨大連結成分に負次数相関が現れることを明らかにした。（水高将吾
氏（北陸先端科学技術大学院大学・当時）との共同研究） 
 
(8) 補強されたネットワークの頑健性：ネットワークが攻撃に対して頑健になるように、辺を追
加してネットワークを補強することを考える。いくつかの方針で補強されたネットワークを母
関数を用いて記述し、最小次数頂点間に辺を追加する選択的補強がネットワークの頑健性を向
上させるのに非常に効果的であることを示した。また、実ネットワークにおいても選択的補強が
頑健性向上に有効であることをモンテカルロシミュレーションによって明らかにした。（研究室
学生との共同研究） 
 
(9) ランダムネットワーク上の多状態パーコレーション過程：ネットワーク上の多状態パーコ
レーション過程を提案し、一般的なランダムネットワーク上の多状態パーコレーション過程が
形成する巨大連結成分を母関数で定式化した。（水高将吾氏（北陸先端科学技術大学院大学・当
時）との共同研究） 
 
(10) ネットワーク上の感染症モデルにおけるマスク着用者と非着用者の混合パターンの影響：
マスク着用者・非着用者を区別したネットワーク上の SIR モデルを扱い、マスク着用・非着用の
混合パターンが感染症の拡大に及ぼす影響を明らかにした。（研究室学生との共同研究） 
 
(11) 相関ネットワーク上の相乗効果付き感染症モデル：ネットワーク上に相乗効果付きの感染
症モデル(synergistic SIS モデル)を配置し、ネットワークの次数相関構造が synergistic SIS
モデルの相転移に及ぼす影響を調べた。採用したネットワーク(correlated bimodal network)
に正の相関構造をいれると、2段階の不連続な相転移が起こることを数値的に示した。その原因
は、強い相関を入れることで生じるネットワークのコミュニティ化にあると結論づけた。（研究
室学生、水高将吾氏（北陸先端科学技術大学院大学・当時）との共同研究） 
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