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研究成果の概要（和文）：138億年前のビッグバン直後に、クォークが自由に飛び回るクォーク・グルオン・プ
ラズマ相から、クォークがハドロン中に閉じ込められているハドロン相への相転移があったと考えられている。
このQCD相転移の解明は宇宙史を理解する上で極めて重要である。
我々は、グラジエントフローに基づくSFtX法(small flow-time expansion method)を使い、QCD相転移温度近傍
におけるクォーク物質の熱力学的性質を、ウイルソン型クォークを用いた格子2+1フレーバーQCDで研究した。ま
た、関連する手法開発やクォークが重いQCDの有限温度相転移における潜熱や臨界点等の研究を推進した。

研究成果の概要（英文）：Just after the Big Bang 13.8 million years ago, our Universe is expected to 
have experienced a phase transition from the quark-gluon-plasma state in which quarks are liberated 
to the ordinary hadon phase in which quarks are confined in hadrons. Understanding this QCD phase 
transition is important in clarifying the history of the Universe.
We studied thermodynamic properties of the quark matter around the QCD phase transition temperature 
by lattice simulation of 2+1 flavor QCD with Wilson-type quarks, adopting the SFtX method (small 
flow-time expansion method) based on the gradient flow. We also pushed forward development of 
related technics and studies of the latent heat, critical point, etc. at the finite-temperature 
transition of QCD with heavy quarks.

研究分野： 素粒子物理学

キーワード： 素粒子物理学　クォーク・グルオン・プラズマ　有限温度　熱力学的性質　シミュレーション　宇宙史
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
QCD相転移は、我々の宇宙が経験した、素粒子レベルでの最後の相転移である。この相転移により、我々の知る
通常の物質（陽子や中性子など）が生成された。従って、その解明は、重い元素の創生や生命の発生につなが
る、宇宙史の物質進化の初期状態を理解する上で極めて重要である。
QCD相転移をQCDの第一原理から再現する唯一の研究方法が格子QCDの大型シミュレーションである。SFtX法は、
格子QCD研究に大きなブレイクスルーをもたらす可能性があり、我々の先駆研究には、大きな意義があると考え
ている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
クォークは、通常は陽子や中性子などのハドロンの中に閉じ込められており、単独で取り出すこ
とができないが、１兆度以上の超高温では、ハドロンから溶け出してクォーク・グルオン・プラ
ズマ状態に相転移すると考えられている。この QCD 相転移により、我々の知っているハドロン
宇宙の初期状態が与えられる。従って、QCD 相転移の詳細や相転移点近傍におけるクォーク物
質の熱力学的性質の理解は、宇宙の現在の姿を理解する上で極めて重要である。また、QCD 相
転移や高温・高密度クォーク物質の状態方程式は中性子星の内部構造の予言でも重要であり、重
力波やパルサーの周期変化から測定された中性子星の大きな質量を理解する上で本質的である。
QGP を地上で生成させるために、米国の RHIC や欧州の LHC を用いた実験が進められている
が、基礎理論である QCD 第一原理からの理論的予言が不可欠である。 
QCD 相転移もクォーク・ハドロン物質の熱力学も本質的に非摂動論的問題であり、格子場の理
論に基づく QCD の数値シミュレーションが、現在最も信頼性の高い研究方法である。格子正則
化では、時空の連続的並進対称性やカイラル対称性などが陽に壊されてしまう。これらは、適切
な格子作用で適切なくりこみを行うことで、連続極限で回復するが、対称性に関わる物理量の評
価には、複雑で非自明なくりこみ操作や、対称性が壊れていることに由来する多数の演算子との
非物理的な混合の解消が数値的に要求される。複雑な操作と様々な量の高精度評価が要求され、
実用に至らない場合も多い。また、有限温度・有限密度 QCD のシミュレーション研究の多くは、
計算量が少ないスタガード型格子クォークを用いて行われているが、連続極限での QCD の再現
が証明されていないという本質的問題を孕んでいる。Wilson 型格子クォークは理論的基礎が確
立しており連続極限の正しさが保証されている反面、カイラル対称性を陽に壊しているため、カ
イラル凝集や位相感受率など、カイラル対称性に関わる物理量に関して複雑なくりこみ操作や
非物理的混合の解消が要求され、全体として大きな計算資源が要求されるという困難がある。 
 
２．研究の目的 
本研究は、グラジエント・フロー（勾配流）に基づくSFtX法 (small flow-time expansion method) 
[1,2]を応用して、クォーク・ハドロン物質の相構造と熱力学的特性を、格子 QCD シミュレーシ
ョンにより解明することを目的としている。SFtX 法はくりこまれた物理量を格子で直接評価す
る一般的で強力な方法であり、上記の困難を克服して格子 QCD にブレイク・スルーをもたらす
可能性がある。SFtX 法は、最初に、格子化で並進対称性が陽に壊されるためにこれまで格子計
算の扱いが難しかったエネルギー運動量テンソルの評価に応用され、クエンチ近似 QCD でその
有効性が確認された。我々は、SFtX 法がどんな物理量にも使うことができ、カイラル対称性の
破れにも有効であることに着目し、動的な Wilson 型クォークを使った 2+1 フレーバーQCD の
研究を推進する。並行して、SFtX 法の基本的性質の研究やそのさらなる改良方法の開発も促進
する。さらに、クォークが重い領域における QCD の相構造や臨界点も、SFtX 法と再重み付け
法などを応用して研究する。 
 
３．研究の方法 

 
図 1：SFtX 法による物理量評価[1,2]。格子のフローさせた物理量（右下）を連続極限
（a → 0）とフロー時間ゼロ極限（t → 0）に２重外挿して物理量（左上）を得る。 

 
連続理論の物理量を非摂動論的に評価しようとすると、通常は、その物理量を格子上で評価して
連続極限に外挿する。しかし、上に述べたように、くりこみや混合の除去のためにしばしば重い
計算となる。他方、連続時空の場の理論において、場の量にグラジエント・フローと呼ばれる変
形（場の量をフロー時間 t = 0 から t > 0 までフロー方程式に従って発展させる）を行うと、フ
ローさせた場の量で構成する演算子は紫外発散も同一点特異性も無い有限量となることが証明
されている。SFtX 法 [2,3]では、フローさせた演算子の有限性を利用して、対応する演算子を
格子上で直接評価し、連続極限とフロー時間ゼロ極限に２重外挿することで、くりこまれた物理
量を評価する（図１）。有限量の評価なので、対応する演算子を格子で構成するだけで、基本的
にくりこみ操作や混合の除去などが不要である。 
動的クォークを含む QCD への SFtX 法の最初の応用として、我々はまず、u,d クォークが現実よ



 

 

りやや重い 2+1 フレーバー QCD を、格子間隔が a ≈ 0.07 fm で研究した[2,3]。状態方程式が
従来の方法により評価した状態方程式を良く再現することを示し、また、カイラル感受率がクロ
スオーバー温度でピークを示すことを Wilson 型クォークとして初めて示した[2]。さらに、位
相感受率を、グルオンを用いた定義式と、それを連続理論のカイラル関係式を用いてクォークを
用いて表し直した評価式の両方で計算し、有限の格子間隔でも両者が極めてよく一致すること
を示した。通常の方法でスタガード型クォークを用いた先行研究では、この程度の格子間隔では
両者は２桁も違っており、SFtX 法が極めて有用であることをあらわしている[3]。 
 
４．研究成果 
SFtX 法におけるくりこみスケールと高次項の効果の研究 [4] 
上記の、u,d クォークが現実よりやや重い場合の 2+1 フレーバーQCD の研究[2,3]を発展させ、
物理点（現実のクォーク質量）での 2+1 フレーバーQCD の研究や格子間隔依存性の研究を開始
した。その過程で、格子が粗い場合などには SFtX 法をさらに改良する必要があることが判明し
たので、マッチング係数のくりこみスケール依存性などの SFtX 法の特性をさらに研究し、くり
こみスケールを適切に選ぶことで SFtX 法を大きく改善できることを示した[4]。 
論文[4]では、マッチング係数におけるくりこみスケールと摂動高次項の効果を研究した。マッ
チング係数とは、フローさせた演算子と求めるくりこまれた物理量とを結びつける係数である。
SFtX 法では、格子上で測った t > 0 の演算子にマッチング係数を掛けたものを組み合わせて、
目的とする物理量をあらわし、その２重外挿を実行する。マッチング係数は、QCD などの漸近
自由な理論では、t が大きくなければ摂動計算することができる。SFtX 法ではさらに、摂動で
あらかじめわかっている t 依存性をマッチング係数に取り込むことで、t → 0 外挿がより滑らか
になるように改良している。実際、上記の u,d クォークが現実よりやや重い場合の研究（格子間
隔 0.07fm）では、マッチング係数のおかげで、t → 0 外挿を数値的に可能とする線形領域 "linear 
window" が実現した。他方、物理点での 2+1 フレーバーQCD の研究（格子間隔 0.09fm）や、u,d
クォークが重い QCD で格子間隔を粗くした試験研究において、いくつかの物理量に関して
linear window が十分明確でなくなるという現象を経験した。 
図１に示したように、SFtX 法では、格子上で測った t > 0 でのフローさせた演算子の結果を、
連続極限（a → 0）とフロー時間ゼロ極限（t → 0）に２重外挿する。ここで、t が大きな領域と
同時に t/a2 〜 0 領域でも誤差が大きいので、それらを避けながら２重外挿する必要がある。従
って、格子が粗い場合もしくは格子化誤差が大きい演算子の場合には、外挿に必要な線形領域が
不明確になる可能性がある。これらに SFtX 法を応用するためには、改善が要求される。 
マッチング係数を摂動計算するときのくりこみスケール µ は、摂動展開が破綻しない限りどん
な値を取っても良く、最終的な物理量はμに依存しないはずである。しかし実際は、摂動展開を
有限次で切っているので、摂動展開の質は µ をどう取るかで影響を受ける。通常 µ としては、
フローによる平滑化のスケールである µd =1/(8t)1/2 が採用されてきたが、t が大きい赤外領域で
は摂動計算が破綻する。SFtX 法で t → 0 外挿を実行する上で、どこまで大きな t を利用できる
かは、実用上重要である。論文[4]では最近提案された µ0 =1/(2e𝜸t)1/2（𝜸はオイラー数）を調べ
た。数値的には µ0 ≈ 1.5 µd なので、µ0は摂動領域をより大きな t まで拡大し、t が大きな領域
で線形シグナルを改善してくれる可能性がある。 
 

        
図 2：マッチング係数におけるくりこみスケールの効果。ud クォークが現実よりやや
重い 2+1 フレーバーQCD におけるエントロピー密度（左図）と ud クォークのカイラ
ル感受率（右図）。直線（点線、ダッシュ線）は、µ0スケールを用いた t → 0 線形フィ
ット（非線形外フィット、linear+log フィット）の結果。t ≈ 0 のシンボルは、右から

線形、非線形、linear+log フィットによる各物理量の評価結果[4]。 
 
図 2にエントロピー密度（左図）と ud クォークのカイラル感受率（右図）の t → 0 外挿を示す。
緑が 、青が の結果である。t → 0 極限はどちらもコンシステントだが、µ0により線形シグナ
ルが改善されていることがわかる。これを応用した物理点 2+1 フレーバーQCD の試験研究でも、
µ0スケールにより線形シグナルが劇的に改善され、SFtX 法の安定性と適用範囲が大きく改善さ
れることを確認した。（論文[4]では、マッチング係数における 2ループ項の効果や、2ループ計
算で使われた運動方程式の影響も研究したが、我々の研究している 2+1 フレーバーQCD では線
形シグナルの改善には寄与しないことがわかった。） 



 

 

クエンチ近似 QCD の潜熱と SFtX 法における２重外挿の順序依存性の研究 [5] 
SFtX 法における a → 0 と t → 0 の２重外挿（図 1）では、格子化誤差が大きい t/a2 〜 0 領域
のデータを取り除いて外挿する必要がある。逆に、この t/a2 〜 0 領域の格子化誤差が正しく取
り除かれているならば、最終結果は外挿の順番によらず同じになると期待される。 
論文[5]では、SFtX 法を応用して、クエンチ近似 QCD（SU(3)ヤン=ミルズ理論）の有限温度１
次相転移点における潜熱Δεと圧力ギャップΔp を研究した。１次相転移点では、共存する２相
の動的平衡からΔp = 0 となるはずで、その数値的確認は結果の信頼性の良い指標とされてきた。
クエンチ近似 QCD は計算が軽く、様々な格子間隔や空間体積で系統的に評価できる。３つの格
子間隔（Nt = 8, 12, 16 に対応する a = 1/ (NtTc)）、２つの空間体積（Ns/Nt = 6, 8 に対応する V 
= (Nsa)3 = (Ns/Nt)3/Tc3）でシミュレーションを実行し、我々が開発した再重み付け法とヒストグ
ラム法を組み合わせた手法を使って臨界点 T = Tc に調整した上で、SFtX 法を応用して臨界点
におけるΔε とΔp を測定した。そのデータを使い、SFtX 法の様々な別手法による物理量評価
が連続極限で一致することを示し、SFtX 法の正しさと実用性を確認した。 

        
図 3：クエンチ近似 QCD の潜熱と圧力ギャップに関して２重外挿を行った結果。左図：t 

→ 0 を先に実行する"method 1"と a → 0 が先の "method 2" の結果（method 2 では t → 0
外挿の 5種類のフィット・レンジも比較）。filled (open) symbols は Ns/Nt = 8 (6) の結
果。右図：Nt = 8 におけるエントロピー密度 ε +p のヒステリシス。赤（青）は高温（低
温）相での平均で、緑は全体平均。thick (thin) symbols は Ns/Nt = 8 (6) の結果[5]。 

 
図 3 左に、µ0スケールを使った潜熱とΔp の結果を示す。この図から、(a) a → 0 と t → 0 の
極限操作の順番を変えても結果が一致すること、および、(b) Δp がゼロとコンシステントであ
ることが確認される。同時に、最終結果に空間体積依存性が確認される。図 3 右に示したよう
に、有限体積効果は、主に高温相で大きく出ていることがわかった。 
 
クォークが重い QCD の臨界点と臨界スケーリングの研究 [6,7] 
クォークが重い極限の QCD は有限温度相転移が１次だが、クォーク質量を無限大から下げてい
くと連続的なクロスオーバーに変化する。両者の境界である臨界点の研究は、クォーク質量が軽
い領域における臨界点研究の雛形として興味を持たれている。我々は、クォークが重い場合の
2+1 フレーバーQCD の臨界点を研究した。重いクォークの効果をホッピング・パラメータ展開
で取り入れ、再重み付け法とヒストグラム法を組み合わせて 2 フレーバーQCD の臨界点を決
定した。重クォーク展開の低次ではフレーバー数依存性がわかっているので、2+1 フレーバー
QCD の臨界線もこれから導くことができる。Nt =4, 6 でホッピング・パラメータ展開の最低次
の結果とその次の次数まで取り入れた結果を比較した結果、格子間隔依存性がまだ大きく、また、
連続極限に近づくにつれて重クォーク展開の収束性が悪くなることがわかった。さらに、ここで
調べた格子の空間体積では、有意な空間体積依存性があることがわかった[6]。 
そこで、空間体積依存性を調べるために、Nt =4 格子の場合に大きな空間体積までの系統的シミ
ュレーションを行った。図 5に、ポリアコフ・ループの Binder cumulant を示す。臨界スケー
リングが実現していれば、Binder cumulant は臨界点で系の空間体積によらず一定値になり、
様々な体積の結果が１点で交差する。図 4より、LT ≥ 9 で臨界スケーリングが実現しているこ
とがわかる。この臨界スケーリングにより、熱力学極限における臨界点を高精度で測定すること
が可能になる[7]。 

     
図 4：クォークが重い QCD の Binder cumulant。λはクォーク質量を制御するパラメー
タで、λが大きいほどクォークは軽くなる。LT = Ns/Nt は格子のアスペクト比で、LT

が大きいほど格子の空間サイズが大きい。左図は右図の交点近傍の拡大図 [7]。 
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ホッピング・パラメータ展開の収束性の研究 [8] 
臨界点におけるホッピング・パラメータ展開の有効性を確認するために、臨界点近傍における高
次項の効果と展開の収束性を研究した。まず、収束性が最も悪い場合に、展開項を 100 次項ま
で準解析的に計算し、ホッピング・パラメータに関する収束半径を、ダランベールとコーシー・
アダマールの２種類の方法で評価した。図 5より、次数無限大極限で収束半径が κ = 1/8（クォ
ーク質量ゼロ）であることを示した。また、展開を有限次で止めた場合の誤差評価を行い、NLO
までを用いた前記の結果が Nt = 4 では十分信頼できるが、Nt ≥ 6 ではより高次項まで取り入れ
る必要があることがわかった。これを受けて、ホッピング・パラメータ展開の十分な高次までの
効果を取り入れたシミュレーションを実現する手法を開発した。これにより、フル QCD シミュ
レーションよりも遥かに低コストでクォークが重い QCD のシミュレーションが可能になった。 

 
 
 
 

図 5：クォークが重い QCD におけるホッピン
グ・パラメータ展開の収束性：全てのリンク変数
を１と置いた収束が最も悪い場合に、コーシー・
アダマールの収束半径（縦軸）を展開次数 n の関
数として示したもの。黒はウイルソン型、色付き
は様々なポリアコフ型ループ項の結果 [8]。 

 
 

物理点 2+1 フレーバーQCD の研究 [9] 
上記の一連の研究と並行して、これらの研究で開発された改良技術を取り入れて、物理点 2+1 フ
レーバーQCD の有限温度シミュレーションを推進している。その最初のステップとして、PACS-
CS Collaboration のゼロ温度物理点配位に相当する格子間隔 a = 0.08995(40) fm の場合に集
中して、有限温度配位生成を進めた。SFtX 法により、物理量の観測に関しては計算時間の大き
な削減ができたが、物理点や格子間隔が細かい格子の配位生成には、通常どおり膨大な計算が要
求され、様々な計算機資源を動員して大規模シミュレーションを系統的に遂行した。 
約 120–300 MeV の温度範囲でエネルギー運動量テンソルやカイラル感受率の測定を進め、相転
移温度が 150 MeV 以下であることを示唆する中間結果を得た[9]。この相転移温度は、スタガ
ード型クォークの結果より低い可能性があるが、相転移温度の精密な評価は重要である。ただし、
相転移温度近傍の統計量が十分で無かったので、低温領域の統計を増強するシミュレーション
を推進した。現在その解析を進めている。 
 
SFtX 法によるカイラル物理量の研究 [10] 
SFtX 法により、通常の方法では格子化に伴う対称性の破れのために評価が難しい物理量も直接
非摂動論的に評価できる可能性が拓かれた。有限温度の物理量だけでなく、ゼロ温度物理量にも、
格子による非摂動論的評価が望まれる物理量は多く存在する。 
SFtX 法のゼロ温度物理量への応用として、B 中間子バッグパラメータ BK を SFtX 法で計算す
ることを計画している。我々は、SFtX 法をクォーク４点関数の評価に拡張して、BKなどの評価
に必要なマッチング係数を摂動計算した[10]。 
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