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研究成果の概要（和文）：多変量正規分布の平均ベクトルの推定問題を考えた。そのパラメータ推定（特に平
均）は長い歴史があり，多くの理論的な蓄積がある。尺度母数も未知というより現実的な設定を扱うのが特徴で
ある。特に広義の事前分布のもとでの一般化ベイズ推定量の許容性は，狭義の事前分布のもとでのベイズ推定量
の許容性とは違って，十分研究されてこなかった。そのような問題に対して，許容的な推定量を提案した。

研究成果の概要（英文）：Statistical models that assume a probabilistic structure behind the data are
 widely used to draw useful conclusions from the data. Among these, the normal distribution model is
 the most basic and the first important model to be examined for validity. The normal distribution 
is a distribution characterized by two parameters, mean and variance. The estimation of these 
parameters (especially the mean) has a long history, and there is a great deal of theoretical 
accumulation. However, despite the simplicity of the problem set-up, there remain problems that have
 not been fully clarified theoretically. For such problems, we have shown that the Bayesian 
estimator under a reduced prior distribution has theoretical merit.

研究分野： 統計学

キーワード： ベイズ統計学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
データの背後に確率的な構造を想定する統計的モデルは，データから有用な結論を導くために広く使われている
手法である。その中でも正規分布モデルは最も基本的であり，まず最初に妥当性が検討される重要なモデルであ
る。正規分布は平均と分散という２つのパラメータで特徴づけられる分布である。そのパラメータ推定（特に平
均）は長い歴史があり，多くの理論的な蓄積がある。しかし，その問題設定の簡単さにも関わらず理論的解明が
不十分な問題が残されていた。そのような問題に対して，縮小型事前分布のもとでのベイズ推定量が理論的良さ
を持つことを示した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
線形回帰モデルは，多変量統計解析を行う上での最も基本的な統計モデルである．また，複雑な
データ構造を表現し得る非線形モデルの中にも，スプライン回帰モデルのように，いくつかの非
線形関数の線形結合として表現される例は多い．従って，計算機が高度に発達した現代において
も，線形回帰モデルは依然として多変量統計解析の中で重要な位置を占めている．本研究では，
理論的立場から線形回帰モデルにおける統計的推測問題を考える．特に，その重要性・有効性が
明らかになってきた縮小型事前分布を用いたベイズ統計的推測手法に照準を絞り，統計的決定
理論の立場からその良さを解明することが本研究の最大の目的である．特に，推定問題において
一般化ベイズ推定量が許容的であるための十分条件について，以前から取り組んでいた未解決
問題の解決を目指す．また，近年解明されつつある予測問題におけるスタイン現象の完全な理解
を目指す． 
 
２．研究の目的 
線形回帰モデルにおける統計的推測問題において，特にその重要性・有効性が明らかになってき
ている縮小型事前分布をベイズ統計的推測手法に照準を絞る．もちろん回帰分析の文脈では，リ
ッジ回帰分析が縮小型推測手法として，まず想定される。ただし必ずしもリッジ回帰分析だけに
焦点を絞らず，縮小型推測手法一般について，いわゆる統計的決定理論の観点から理論的性質を
解明していくことが本研究の大きな目的である．本研究では主に，誤差項に正規性を仮定した正
規線形回帰モデルを想定する．そして統計的推測として，推定，予測，変数選択を扱う．具体的
には，有限個のデータが得られたもとで，以下の典型的な統計的推測の問題設定を考える． 
【推定】回帰係数ベクトルの関数の推定，誤差分散の推定 
【予測】新たな有限個の説明変数が得られたときに，対応する目的変数に関する予測分布の構成
【変数選択】無駄な変数を含む利用可能な全ての説明変数が与えられていると想定した場合の，
データに照らして妥当な説明変数の組み合わせの選択 
それぞれにおいて理論的にも実用的にも優れた推測方法の提案を目指す．特に変数選択におい
ては，説明変数の数が非常に多いという現代的な設定にも対応する． 
 
３．研究の方法 
前項で「理論的にも実用的にも優れた推測方法の提案を目指す」と書いた。特に私は理論的研究
に強みがある。じっくり問題に取り組む時間を作る。 
なお，過去に受領した科研費では，本研究テーマと深く関連した研究テーマを扱った．その研究
費を使って，アメリカの複数の研究者を訪問して，共同研究を行ってきた．近年の業績の多くが
その共同研究の成果である．本研究においても，そのスタイルでの共同研究を継続した．そのた
め研究費のかなりの部分を旅費に当てる．また，海外の学会，研究会で研究成果を発表し，同分
野の専門家と議論することにより，さらに研究を進展させる．その旅費にも研究費を充当した． 
 
４．研究成果 
(1) 2019--2022 年度には，主に多変量正規分布の平均ベクトルの推定問題を考えた。特に分散
未知という設定は重回帰分析を正準化したケースとなり，現実のデータ解析でも重要である。既
存研究と同様に MSE を推定量の性能評価に使う。分散既知の場合と同様にベクトルの次元が 3以
上の場合に標本平均（ベクトル）が非許容的となるスタイン現象が知られている。分散既知の場
合には標本平均を改良して許容的な推定量のクラスが知られている。またそのような性質をチ
ェックするための十分条件も整備されている。一方分散未知の場合には，標本平均を改良して許
容的な推定量のクラスは，分散パラメータが局外母数となるために取扱が難しく，特に一般化ベ
イズ推定量で標本平均を改良して許容的な推定量は知られていなかった。 
 
2019 年度：次元が 5 以上を想定した場合にそのような推定量を見つけた。事前分布としては分
散パートに不変測度という広義の事前分布を想定し，一方平均パートには既存の研究で多く想
定されてきた正規分布の尺度混合分布を想定した。その尺度混合分布の超母数の設定を工夫す
ると，通常積分の比として表現されるベイズ推定量において積分が解析的に計算できて，極めて
シンプルな推定量の最終形を持つことも興味深い。ただし，分散既知の設定に比して一般性に乏
しくさらなる研究が必要である。特に平均ベクトルの次元が 3 と 4 の場合への対応が重要と考
えている。 
 
2020 年度：次元が 3 以上を想定した場合に許容的な推定量を見つけた。小さな差分だと見られ
るかもしれないが，理論的には大きな進歩である。事前分布としては分散パートに不変測度とい
う広義の事前分布を想定し，一方平均パートには既存の研究で多く想定されてきた正規分布の
尺度混合分布を想定した。その尺度混合分布の超母数の設定を工夫すると，通常積分の比として
表現されるベイズ推定量において積分が解析的に計算できて，極めてシンプルな推定量の最終



形を持つことも興味深い。 
 
2021 年度：2020 年度の研究における不変測度とは，指数のベキが-1 のケースである。ベキが-1
でない場合にも許容的な推定量がありうることを見出した。そこでは，分散既知の場合との類似
性がなくなり，許容的な推定量の全貌に向けて少し立ち止まらざるを得ない。-1 という不変測
度のベキがベストなのかどうかなど，複数の問いを解明すべくさらなる研究が必要である。 
 
2022 年度：少し視点を変えて，私が 1990 年代に研究していた James-Stein を改良する推定量の
許容性を研究した。これは一般化ベイズ推定量であり，分散パートに指数のベキが-1 よりも大
きい power function という広義の事前分布を想定している。従って，分散既知の場合との類似
性がなくなり，扱いが難しい。許容性の証明には適切な狭義事前分布の列の設計が重要であるこ
とが分かった。また関連する slowly varying function の性質をさらに追求する必要があるだ
ろう。 
 
(2)  
Polson and Scott (2012, Bayesian Analysis) では, sampling と prior の両方に正規分布を
想定するベイズモデルにおいて，尺度母数の hyper prior として，half-Cauchy prior の良さ
が主張されている。その傍証として，多変量正規分布の推定問題において half-Cauchy prior 
の下でのベイズ推定量の良さ（特に minimaxixty）が数値的に検討されている。その根拠が図１
のようなリスク関数である。ところで，この問題の理論的な取り扱いが講演者の専門分野の一つ
であるが，実はこの事前分布のもとでのベイズ推定量の minimaxity は十分に研究されてこなか
った。尺度母数を変数変換したとき U 字型になり，continuous spike and slab prior と見な
せるのが half-Cauchy prior の大きな特徴である。しかし，U字右側の発散が，minimaxity を
理論的に証明する際の典型的な道具として用いられてきた部分積分を妨げるのである。2023 年
度の研究では部分積分を工夫して，half-Cauchy prior という U 字型事前分布の下でのベイズ
推定量の minimaxity について十分条件を与える。このとき，二つの合流型超幾何関数の比を下
からバウンドすること，及び統計的決定理論の枠組みにおける数値に基づく結論の厳密さのた
めの基礎的研究を行った。特に区間演算という精度保証付き数値計算が今回の研究テーマに利
用可能であり，Python でコードを書いた。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            図１：縮小推定量のリスク関数 
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