
香川大学・創造工学部・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１６２０１

基盤研究(C)（一般）

2022～2019

大規模非線形動力学システムの適応型モデル低次元化とその応用

Adaptive Model Order Reduction for Large-scale Nonlinear Dynamical Systems and 
Its Application

１０３０６９８８研究者番号：

丹治　裕一（Tanji, Yuichi）

研究期間：

１９Ｋ１２００４

年 月 日現在  ５   ６   ３

円     3,400,000

研究成果の概要（和文）：非線形モデル低次元化を用いてCTの画像再構成を行う方法を提案した。ここで，非線
形モデル低次元化手法として知られている，固有直交分解，ボルテラ級数に基づく方法，軌道区分線形化，テン
ソル演算について検討を行い，有効な画像再構成が行えるのは固有直交分解のみであることを示した。固有直交
分解ではモデルを作成した投影データ（入力）の付近では良好な精度を与えるが，その入力から離れるに従って
低次元化モデルの精度が低下することが分かった。この改良のため，想定される複数の入力を用いて分散共分散
行列を作成してモデル低次元化を行ったところ，良好な精度で画像再構成が行えることを確認した。

研究成果の概要（英文）：We proposed a CT image reconstruction using nonlinear model order reduction.
 Considering proper orthogonal decomposition, a method based on the Volterra series, piecewise 
trajectory linearized method, and Tensor operation, we confirmed that proper orthogonal 
decomposition is effective for image reconstruction. Proper orthogonal decomposition provides good 
image quality, but the accuracy decreases when projection data (input) are far from the input data 
where the reduced-order model is generated. To improve the accuracy, we made the variance-covariance
 matrix using multiple inputs of interest and generated the reduced-order model. Consequently, a 
high-quality reconstructed image was obtained.
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形モデル低次元化は，電子系設計自動化，制御，数値解析の分野で研究が行われてきたが，本研究によっ
て，保健・医療分野にも応用できることを示した。また，近年，モデル低次元化手法としては，固有直交分解よ
りも他の方法に注目が集まっていたが，これに反して固有直交分解でなければ低次元化できない問題があること
を示したことは，モデル低次元化の研究にとって，非常に有益である。また，提案手法は医用画像再構成に対し
て，人工知能技術の導入が可能であることを示している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
電子・情報通信機器の高性能化に伴う処理信号の高速化は，配線の伝送線路効果を顕著にした。

この影響を考慮した設計を行うために，配線のモデルである大規模な線形回路網を小規模な回
路で置き換えるモデル低次元化に関する研究が 1990 年代から電子系設計自動化の分野で行わ
れてきた。一方，自動制御の分野では，H∞制御が発展する中で制御部が肥大化し，線形システ
ムを低次元化する必要に迫られた。そこで，モデル低次元化に関する研究が盛んに行われ，数値
解析の分野にも波及して数学的な側面からも研究が行われた。そして，線形システムを低次元化
するソフトウェアも開発されるようになったが，低次元化モデルが原システムにどの程度の精
度で近似できているかの具体的な指標は示されておらず，モデル低次元化を利用した解析は必
ずしも広く用いられていないのが現状である。ここで，線形だけでなく，非線形モデルにおいて
低周波での精度が保証できれば，原システムの時間応答の外形が確実に保存できるようになる
ため，モデル低次元化を用いた解析が今以上に普及する可能性がある。 
 
２．研究の目的 
 本研究開始当初の目的は，非線形動力学システムの低次元化において，原システムとの誤差を
評価しながら，低周波で精度の良い低次元化モデルを作成すること，すなわち，適応型モデル低
次元化を提案することにあった。次に，この方法を心臓の解析及び CT 画像再構成に応用する
ことを想定していた。そこで，CT 画像再構成に関する非線形モデル低次元化の検討を行ったと
ころ，前提となる理論がほとんど利用できないことが分かった。そこで，研究内容を CT 画像再
構成のためのモデル低次元化に集中し，高品質な再構成画像を効率的に得るにはどのようにし
たら良いかについて，様々な角度から検討を行い，CT 画像再構成のための非線形モデル低次元
化手法を開発することを目的に検討を行った。 
 
３．研究の方法 
(1)非線形動力学を用いた CT 画像再構成 
非線形動力学を用いた CT 画像再構成[1, 2]では以下のような微分方程式の定常解を求める。 

dx(t)/dt=-diag(x(t))AT(Ax(t)-y)                                                   (1) 
dx(t)/dt=-diag(x(t))diag(1-x(t))AT(Ax(t)-y)                                          (2) 

ここで，Aは投影作用素，yは X センサで検出される投影データである。式(1)では，解 x が非負
で拘束されるのに対して，式(2)では，解の各要素は[0,1]で拘束されることになる。一方，画像の
画像値は，0 から 255 の整数値を取るため，式(2)のボックス制約が CT 画像再構成としてはふさ
わしいが，式(1)の非負拘束では構造が単純であり，非線形モデル低次元化の理論を考察する上
では適している。 
(2)ボルテラ級数 
 近年の研究において，非線形モデル低次元化手法として，ボルテラ級数を用いる方法に注目が
集まっている。そこで，式(1)にボルテラ級数展開を適用するために以下のような 2 次双線形シ
ステムに変形する。 
      dx(t)/dt=Ax(t)+H(x(t)⊗x(t))+Nx(t)u(t)+Bu(t)                                       (3) 
この場合に，以下のような連立の線形微分方程式が得られる。 
   dx1(t)/dt=Ax1(t)+ Bu(t), dx2(t)/dt=Ax1(t)+H(x1(t)⊗x1(t))+Nx1(t)u(t),  

dxs(t)/dt=Ax(t)+ΣH(xi(t)⊗xj(t))+Nxs-1(t)u(t), s≧3                   (4) 
しかしながら，CT 画像再構成に必要なパラメータでは，上記のシステムは不安定であるか，応
答が変化しない。すなわち，ボルテラ級数によるモデル低次元化では CT 画像再構成は行えない
ことが分かった。 
(3)軌道区分線形化法，テンソル演算 
 軌道区分線形化法では，非線形微分方程式を線形化して線形のモデル低次元化手法である
Krylov 部分空間法を適用する。この場合に式(1)の右辺を F(x)と置くとその微分は dF /dx=-
diag(ATAx)-diag(x) ATA+diag(ATAy)のように表される。ここで，行列 ATAは蜜行列となるため，得
られた線形微分方程式から Krylov 部分空間を抽出することは演算効率が極めて悪くなる。さら
に，この抽出はすべての展開点及び複数の入力に対して行う必要があり，その演算は非常に困難
であると考えられる。 
 式(3)の H はヘッセ行列でありテンソルの性質を有していることが知られている。H(x(t)⊗x(t))
は式(1)の-diag(x(t))ATAx(t)に相当している。ここで，行列 ATAの固有値分解を実行して，その低
次元化を考えることができる。これは，テンソル分解の一種と考えられるが，精度を低下させず
に低次元化を行うことは困難であり，これはテンソル分解によるモデル低次元化の有効性の可
能性が低いことを意味している。 
(4)固有直交分解 
固有直交分解では，非線形ダイナミクスを数値積分法によって解析し，その状態変数ベクトル

を[x0 x1 x2
, … xL]のように置く。ここで，分散共分散行列（スナップショット行列）を C=(1/L)∑



xk(xk)Tのように計算する。次に，固有値分解によって得られる直交ベクトル Vにより低次元化モ
デルを作成する。式(2)のボックス拘束を持つ場合に，モデル低次元化を適用すると以下の非線
形微分方程式が得られる[3]。 

dz(t)/dt=- V diag(Vz(t))diag(1-Vz(t)) VV TAT(AVz(t)-y)                                (5) 
z(t)は低次元化された微分方程式の状態変数であり，元の次元より非常に小さく表現されている。
ここで，複数の入力に対して，この低次元化モデルを対応させるには，複数の入力に対する状態
変数をすべて考慮して，スナップショット行列を作成すれば，それらの入力を代表するような直
交ベクトル V が得られる。再構成画像は，式(5)の平衡点を求めるための最小二乗方程式を解く
ことで効率良く得ることができ，Vzのように求めることができる。 

VV TAT(AVz-y)=0                                                            (6) 
 
４．研究成果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

表１ 単一入力の場合と複数入力の場合の再構成画像の品質[dB] 

k 
単一入力 複数入力 

スナップショット 再構成 スナップショット 再構成 
1 35.57 37.49 35.57 37.02 
2  32.05 35.63 37.13 
3  27.90 35.62 37.16 
4  24.98 35.53 37.11 
5  22.77 35.40 36.98 
6  21.00 35.23 36.77 
7  19.53 35.05 36.50 
8  18.26 34.85 36.18 
9  17.16 34.66 35.81 
10  16.18 34.52 35.42 

 
 図１に頭蓋骨のモデルに固有直交分解を適用した場合の結果を示す[4,5]。１列目は原画像，
２列目はスナップショット行列を作成するために非線形動力学を解析し，その最終ステップの
解を画像にした場合，３列目は評価に用いた原画像，４列目はスナップショット行列から直交列
を抽出して再構成画像を作成した場合の結果である。ここで，評価は k=1,..,10 の１０個のテス
ト画像で行った。この場合に，kの値が大きくなるほど，スナップショット行列の作成に使用し
た入力から離れていることを意味している。kの値が小さい場合には良好な再構成画像が得られ
ているが，k の値が大きくなると再構成画像の品質が著しく低下していることが分かる。一方，
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図１ 単一入力を用いた場合 

 

 

 

 

    k=1       k=5       k=10 

図２ 複数入力を用いた場合 



図２は複数の入力を用いてスナップショット行列を作成した場合である。１列目からスナップ
ショット行列を計算するために使用した原画像，数値積分の最終ステップでの解を画像化した
場合，再構成画像の評価に使用したテスト画像，再構成画像の順に示されている。各列での画像
の違いはほとんどなく，複数の入力を考慮してスナップショット行列を作成すれば良好な再構
成画像が得られることが分かる。表１に画像の定量評価を peak-signal-noise-ratio(PSNR)を用
いて行った結果を示す。表１から再構成画像は 35[dB]程度の結果となっており，非常に高品質
であることが分かる。また，単一入力を用いる場合には．kの値が大きくなると明らかに画像品
質が劣化していることが数値的に分かる。 
 図２の結果を得るために，非線形動力学の解析及びスナップショット行列の作成に 2,571 秒，
固有値分解による直交列の抽出及び最小二乗法における逆行列の計算に 122 秒，画像再構成に
は 0.6 秒必要であった。すなわち，画像再構成にはほとんど計算時間を必要としないことが分か
る。 
 本手法ではスナップショット行列の作成によって直交列を得ており，この部分が機械学習を
行っている部分である。本手法を応用することで，人工知能技術を用いた画像再構成システムの
構築が可能になると考えらえる。 
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