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研究成果の概要（和文）：本研究は、組合せ最適化問題に対して良好な近似解を実用時間内に効率的に算出する
メタ戦略アルゴリズムにもとづく近似解法の高性能化の研究を行った。特に、大規模なグラフを対象とした最大
クリーク問題に対して、関連するグラフ彩色問題におけるアイデアを導入した可変深度探索にもとづくアルゴリ
ズムを示し、効率的な探索を実現できることなどを示した。

研究成果の概要（英文）：This research investigated the high performance metaheuristic algorithms 
that efficiently obtain high-quality near-optimal solutions to combinatorial optimisation problems 
in practical time. In particular, we showed that metaheuristic algorithms based on variable depth 
search, which introduces ideas from the related graph coloring problem, and that efficient search 
can be achieved.

研究分野： 最適化アルゴリズム

キーワード： 組合せ最適化　メタ戦略　局所探索　最大クリーク問題　グラフ彩色問題

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は最大クリーク問題を中心に様々なメタ戦略アルゴリズムについて研究を進めた。その中で、グラフ彩色
問題に着目した研究内容について述べる。
最大クリーク問題とグラフ彩色問題は、多くの応用を有する実用上重要な問題であるが、NP困難であるため、高
品質な解を実用時間内に求めることが必要となっている。これらの問題はグラフ理論において密接に関係してい
るものの、最大クリーク問題に対する高性能な近似解法においてグラフ彩色の考えを取り入れた研究は多くない
状況である。よって、最大クリーク問題に対する可変深度探索にもとづく高性能な局所探索法にグラフ彩色のア
イデアを導入したアルゴリズムを示し、その有効性を示した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
工学をはじめとする様々な分野にあらわれる実問題の多くは、組合せ最適化問題として定式化
される。組合せ最適化問題に対しては，短時間に良好な近似解を算出する近似解法の研究がさか
んに行われているものの、多くのパラメータ設定を余儀なくされるなど複雑化する傾向にある。
本研究は、最大クリーク問題などの重要な組合せ最適化問題を対象として、パラメータ設定をで
きるだけ少なくした、よりシンプルな、メタ戦略にもとづく近似解法を開発する。 
 
 
２．研究の目的 
 
代表的な組合せ最適化問題である巡回セールスマン問題（Traveling Salesman Problem, TSP）
に対して、Lin と Kernighan により可変深度探索のアイデアに基づく局所探索法が示され、反
復局所探索などの代表的なメタ戦略の枠組みへの導入を通して、極めて高い探索性能を発揮す
ることが広く知られている。しかしながら、他の組合せ最適化問題においては、一部の問題に対
して可変深度探索法の有効性が示されているものの、それを導入したメタ戦略の真の探索性能
は十分に明らかになっていない。そこで本研究では、他の代表的な組合せ最適化問題である最大
クリーク問題などに対して、可変深度探索にもとづく局所探索法を導入したメタ戦略アルゴリ
ズムやその洗練化アルゴリズムを開発し、TSP の場合と同様に優れた探索性能が発揮されるの
か、その探索性能を明らかにすることを目的とする。 
 
 
３．研究の方法 
 
最大クリーク問題（Maximum Clique Problem, MCP）を解くための近似解法やメタ戦略アプロー
チにおいて、頂点彩色情報を利用することの意義は、潜在的なクリークを効率的に特定するため
の探索プロセスを導く能力にある。頂点彩色の情報を活用することで、アルゴリズムは頂点の選
択と探索について頂点彩色情報に基づいた決定を行うことができ、より良い解の算出により探
索性能の向上が期待できる。 
 
本研究では、MCP に対して我々が提案した可変深度探索法（Variable Depth Search, VDS）にも
とづく k-opt 局所探索法（k-opt local search, KLS）に頂点彩色の情報を活用する処理を導入
する。頂点彩色情報を利用する KLS をマルチスタート法の枠組みのもとで探索性能の比較を行
う。 
 
図１に、頂点彩色情報を利用する KLS を有するマルチスタート法（Multi-start k-opt Local 
Search with Coloring, MKLS-COL）の疑似コードを示す。 
 

 procedure Multi-start-k-opt-Local-Search-with-Coloring 
 input  : graph ܩ =  ;(ܧ,ܸ)
 output: best clique ܥ௦௧ ݅݊ ܩ; 

 begin 

௦௧ܥ  1 ∶= ݈ܥ ;∅ ∶=Colouring(ܩ); 

2  repeat 

3   generate ܥ; compute ܲܣ and ܱܯ; 

ܥ   4 ∶= k-opt-Local-Search(ܥ| ,ܯܱ,ܣܲ,ܥ௦௧|, Col); 

5   if |ܥ| > ௦௧ܥ ௦௧| thenܥ| ∶=  ;ܥ 

6  until ݁ݐܽ݊݅݉ݎ݁ݐ =  ;݁ݑݎݐ

7  return ܥ௦௧; 
 end; 

 

Figure 1 The pseudo-code of Multi-start k-opt Local Search with Coloring for MCP. 

  



図２に頂点彩色情報を利用する KLS の疑似コードを示す。頂点彩色情報としては、グラフ彩色問
題に対する代表的な解構築法である DSATUR により得られる彩色情報にもとづき、クリーク CC の
拡大を試みる。CC の頂点削除の処理については、従来の KLS の方法と同様である。なお、DSATUR
は飽和次数（degree of saturation）により彩色する頂点を逐次選択する解構築法である。 
 
 

 procedure k-opt-Local-Search (ܯܱ,ܣܲ,ܥܥ, ,ܤܮ Col) 
 begin 

1  repeat 

௩ܥܥ   2 ∶= ;ܥܥ ܦ  ∶= ܲ;௩ܥܥ ∶= ܸ;  ݃ ∶= 0; ݃௫ ∶= 0; 
3   repeat 

4    if |ܥܥ| + max௩∈∩൛݀ݎீݑݐܽݏ (∩)(ݒ)ൟ + 1  then // Add Phase ܤܮ <

5     find a vertex ݒ with max௩∈∩൛݀ݎீݑݐܽݏ (∩)(ݒ)ൟ; 

6     if multiple vertices with the same maximum ݀ݎݑݐܽݏ are found the degree 

     then select a vertex ݒ with  max௩∈∩൛݀݁݃ீ(∩)(ݒ)ൟ; 

ܥܥ     7 ∶= ܥܥ ∪ ݃;{ݒ} ∶= ݃ + 1;  ܲ ∶= ܲ ∖ ;{ݒ} ܤܮ ∶= max(ܤܮ,  ;(|ܥܥ|
8     if ݃ > ݃௫ then ݃௫ ∶= ݃; ݐݏܾ݁ܥܥ  ∶=  ;ܥܥ
9    else // Drop Phase (if {ܲܣ ∩ ܲ} = ߶) 

10     find a vertex ݒ ∈ ܥܥ} ∩ ܲ} such that the resulting |ܲܣ ∩ ܲ| is maximized; 
11     if multiple vertices with the same size of  the resulting |ܲܣ ∩ ܲ| are found 

     then select a vertex ݒ among them randomly; 

ܥܥ     12 ∶= ܥܥ ∖ ;{ݒ}  ݃ ∶= ݃ − 1;  ܲ ∶= ܲ ∖  ;{ݒ}
13     if ݒ is contained in ܥܥ௩ then ܦ ∶= ܦ ∖  ;{ݒ}
14    endif 

15    update ܲܯܱ,ܣ,݀݁݃ீ(∩),݀ݎீݑݐܽݏ (∩) based on ݈ܥ; 
16   until ܦ = ߶; 

17   if ݃௫ >  0 then ܥܥ ∶= ܥܥ ௦௧ elseܥܥ ∶=  ;௩ܥܥ
18  until ݃௫ ≤ 0; 
19  return ܥܥ; 
 end; 

Figure 2 The pseudo-code of KLS performed in MKLS. 

 
 
４．研究成果 
 
 提案する MKLS-COL の性能を評価するために、通常の KLS をマルチスタート法の枠組みに導入
したMKLSとの性能比較実験を実施した。問題例は、代表的なベンチマーク問題例を有するDIMACS
及び BHOSLIB から 49 グラフを対象とした。表１には、頂点数 nが 500 頂点以上のグラフ例題（29
題）に対する提案法 MKLS-COL と従来法 MKLS の結果を示した。なお、表中の name はグラフ名、
BR は既知の最大クリークサイズ、n は頂点数、ρはグラフ密度、RLF はグラフ彩色問題に対
する代表的に解構築法 RLF によって算出される彩色数の最良値と平均値、MKLS-COL は
提案法で、Best は 100 試行で得られた最良解値、＃Bは 100 試行中に得られた最良解の
算出回数、Avg は平均値、tは計算時間（秒）であり、MKLS は従来の MKLS により算出さ
れた結果である。最下段の Average は全 49 例題に対する平均結果を示している。 
表１の結果から、DIMACS における Mann のような高密度なグラフや BHOSLIB の多くのグラフに

対しては、より良好なクリークを平均的に算出できることが観測された。また、最下段の全 49
グラフに対する結果においても、提案法 MKLS-COL は従来法に比べ、より高品質なクリークを平
均的に算出可能であることを示した。以上の結果から、提案法 MKLS-COL は従来法 MKLS よりも有
望な探索空間に焦点をあてた探索を行うことができ、特にパーフェクトグラフ（全ての誘導部分
グラフの彩色数とクリーク数が等しいグラフ）のように、彩色数と最大クリークサイズの差が小
さいグラフに対して探索性能の向上に寄与することが明らかとなった。 
 
 
 
 



 

Table 1: The Results of MKLS-COL and MKLS for the DIMACS and BHOSLIB benchmark graphs. 

 

instance RLF MKLS-COL MKLS 

name BR n ρ 
COL 

Best 

COL 

Avg 
Best #B Avg t [s] Best #B Avg t [s] 

C500.9 57 500 0.900 151 153.77 57 5 55.77 0.311 57 15 56.08 0.020 

C1000.9 68 1000 0.901 275 279.56 67 4 65.39 2.377 68 2 66.07 0.019 

C2000.9 80 2000 0.901 508 514.30 76 1 73.77 49.752 76 5 74.59 0.564 

C2000.5 16 2000 0.500 190 194.26 16 92 15.92 5.974 16 100 16.00 0.244 

DSJC500_5 13 500 0.502 58 59.55 13 100 13.00 0.029 13 100 13.00 0.003 

DSJC1000_5 15 1000 0.500 105 106.94 15 64 14.64 0.996 15 82 14.82 0.118 

MANN_a45 345 1035 0.996 369 372.12 345 2 344.02 1.955 345 1 343.82 2.060 

MANN_a81 1100 3321 0.999 1152 1156.05 1100 40 1099.26 250.649 1100 1 1098.1 3.490 

brock800_2 24 800 0.651 122 123.95 21 52 20.52 0.525 21 65 20.65 0.053 

brock800_4 26 800 0.650 121 123.31 21 46 20.46 0.642 21 60 20.60 0.052 

hamming10-4 40 1024 0.829 90 94.38 40 100 40.00 0.035 40 100 40.00 0.009 

keller5 27 776 0.752 57 62.34 27 100 27.00 0.081 27 100 27.00 0.001 

keller6 59 3361 0.818 118 134.21 57 1 54.20 4.894 57 8 55.57 2.280 

p_hat700-1 11 700 0.249 39 39.76 11 100 11.00 0.011 11 100 11.00 0.006 

p_hat700-2 44 700 0.498 84 85.59 44 100 44.00 0.006 44 100 44.00 0.001 

p_hat700-3 62 700 0.748 136 137.80 62 100 62.00 0.024 62 100 62.00 0.001 

p_hat1500-1 12 1500 0.253 71 72.59 12 33 11.38 1.181 12 100 12.00 0.106 

p_hat1500-2 65 1500 0.506 159 161.16 65 100 65.00 0.083 65 100 65.00 0.004 

p_hat1500-3 94 1500 0.754 264 267.59 94 100 94.00 0.967 94 100 94.00 0.023 

frb35-17-1 35 595 0.842 35 35.00 34 2 33.01 0.150 34 13 33.06 0.024 

frb35-17-2 35 595 0.842 35 35.00 35 8 33.82 0.341 34 29 33.29 0.025 

frb35-17-3 35 595 0.842 35 35.00 35 1 33.41 0.323 35 20 33.78 0.022 

frb35-17-4 35 595 0.842 35 35.00 35 2 33.16 0.098 34 3 32.96 0.021 

frb35-17-5 35 595 0.841 35 35.00 35 4 33.41 0.309 34 27 33.27 0.024 

frb40-19-1 40 760 0.857 40 40.00 40 8 38.28 0.651 39 5 37.70 0.025 

frb40-19-2 40 760 0.857 40 40.00 39 2 37.96 0.730 39 9 37.83 0.037 

frb40-19-3 40 760 0.858 40 40.00 40 1 38.00 0.511 40 1 37.93 0.071 

frb40-19-4 40 760 0.856 40 40.00 39 5 37.99 0.305 39 2 37.83 0.073 

frb40-19-5 40 760 0.856 40 40.00 39 4 38.04 0.367 39 12 38.11 0.047 

Average  67.12  66.29 6.639 66.84  66.25 0.194 
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