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研究成果の概要（和文）：A.Pianzola氏（University of Alberta）と，森田純氏（筑波大学）との共同研究に
より，研究対象としていた affine Kac-Moody 群は，より分かりやすい（捻れ）ループ群の中心拡大として得ら
れ，同時にリー代数レベルにおいて起きていたガロア・デサントの類似が群レベルでも然るべく起こっているこ
とを明らかにした．また同氏らと，この研究結果を用いることで，対応するリー代数（関手）の性質を研究し，
さらにその特徴づけを行った．このれらの得られた結果をいずれも論文に纏めた．いずれもすでに雑誌社に投稿
し，受理され掲載されている．

研究成果の概要（英文）：In a joint work with Prof. A. Pianzola (University of Alberta) and Prof. Jun
 Morita (University of Tsukuba),
we clarified the relation between affine Kac-Moody groups and twisted loop groups via Galois descent
 consideration. Furthermore, using the result, we also studied properties of the corresponding Lie 
algebras (as functors). Each of these obtained results has been compiled into papers. These papers 
have already been submitted to and accepted by journal publishers and have been published.

研究分野： 代数学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
リー代数の場合の類似から，当初は affine Kac-Moody 群が（捻れ）ループ群の中心拡大によって，実現される
であろうという予想がされていたが，主に捻じれがある場合にそれを実際に確かめるような研究はあまり積極的
になされてこなかった．本研究では，捻れがある場合に実際に上手く記述する手法を確立することにより，この
予想を肯定的に解決することができ意義深い．また，得られた結果を精査することにより，ガロア・デサントと
いうよく知られている手法で，この中心拡大の現象をとらえることができたことも意義深い．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
リー代数と代数群とは深く関連しており，古くから良く研究されてきている．C. Chevalley 
(1955) は有限次元単純リー代数から今日シュヴァレー群と呼ばれる半単純代数群を構成し，有
限群の分類問題に大いに貢献した．一方で有限次元単純リー代数の一般化として，カッツ・ムー
ディ代数と呼ばれる無限次元リー代数が 1960 年代半ばに V. Kac と R. Moody によって独立に定
義された．その中でもアフィン型のものに関しては，その指標公式が種々の組み合わせ論的な恒
等式を導くなど，単なる一般化にとどまらず応用面においても非常に興味深い対象である． 
カッツ・ムーディ代数の理論において最も基本的な結果であるカルタン共役性定理は D. 

Perterson と Kac (1983) によって証明された．その証明ではカッツ・ムーディ代数から構成
されるカッツ・ムーディ群と呼ばれる，ある種の無限次元の代数群の観察をすることが重要なの
であった．本質的にカッツ・ムーディ代数が無限次元であることに呼応して，Peterson-Kac が
考察したもの以外にもカッツ・ムーディ群の定義は幾通りかがあり（ある種の完備化の方法），
研究の目的に応じて研究者がそれぞれ使い分けているという背景があった． 
 
 
２．研究の目的 
アフィン型のカッツ・ムーディ代数 gは，その内部に有限リー代数 fを含み，fをローラン多項
式環に係数拡大を行ったものの一次元中心拡大で記述できることがよく知られている． 
群のレベルにおいても「捻れのない」アフィン型のカッツ・ムーディ代数 gに対しては，一次

元中心拡大で記述することができることが知られていた．より具体的に述べると，下記の二つの
無限次元代数群が同型になる． 
（１） シュヴァレー群のように，gの生成元と関係式を翻訳して抽象群として定義されたもの． 
（２） g の有限部分 f から作られるシュヴァレー群の，ローラン多項式環に値をとるループ群

と呼ばれる群． 
この意味で，gに付随するカッツ・ムーディ群の概念はただ一つに定まる． 
一方で，「捻れのある」アフィン型カッツ・ムーディ代数に関しては，上記（１）のようにし

て無限次元代数群を構成することは容易であるが，すぐ分かるようにそれが（２）のような構成
物，すなわち有限次元代数群からの構成物と一致するか否かという問題に関しては未解決であ
った． 
そこで本研究は，問いとして「捻れのある場合を含め，アフィン型のカッツ・ムーディ代数に

付随する無限次元代数群を，一次元中心拡大によって有限次元代数群を用いて統一的に記述で
きるか」を解決することを目的とする．もし記述できる場合は，その同型射を具体的に書き下す
ことも目的とする． 
 
 
３．研究の方法 
捻れのあるアフィン型カッツ・ムーディ代数 gの場合，中心拡大の記述においては，gの有限部
分 f のローラン多項式への係数拡大を，捻れから得られる自己同型により固定点を取ったもの
が用いられる．これはいわゆるガロア・デサントの手法である．従って，群のレベルにおいても，
fから構成されるシュヴァレー群 Fのある種の固定点を取ったものを考察する必要がある． 
シュヴァレー群はその座標環であるホップ代数により完全にコントロールされているので，

ホップ代数的な手法を用いることができる．この立場から 1977 年に E. Abe は，シュヴァレー
群 Fを付随するルート系の自己同型 tにより固定点を取ったもの F^t に関して，F^t を生成元と
関係式での表示を与えていた．この F^t は捻れシュヴァレー群と呼ばれる． 
そこで本研究では，この Abe の捻れシュヴァレー群の表示を用いることで，捻れのあるアフィ

ン型カッツ・ムーディ代数から（１）のようにして構成されるカッツ・ムーディ群を研究すると
いう手法を用いる．  
 
 
４．研究成果 
本研究では，上記「２．研究の目的」で述べた問いを肯定的に解決することができた．以下でよ
り具体的に述べる．アフィン型カッツ・ムーディ代数 gに対して，その有限部分 fからシュヴァ
レー群 F が構成される．もし gが捻れを持つならば，捻れを与える自己同型によって，ルート系
上にも自己同型 t が誘導されるので，Abe のホップ代数的な手法を用いて捻れシュヴァレー群
F^t が構成される．定義から tが自明な場合は F^t は F と一致していることに注意する．このと
き，gから（１）のようにして構成されたカッツ・ムーディ群は，F^t の適当なローラン多項式
環に値をとる群，捻れループ群と呼ぶ，の一次元中心拡大となっている．さらに，この中心拡大
を与える具体的な射も記述することができており，結果として，抽象群として定義されたカッ
ツ・ムーディ群をより具体的な対象であるループ群のある種の固定点として実現することがで



きた． 
またこの結果によって，カッツ・ムーディ群を適当な群スキームとしてとらえることが可能に

なったので，そのリー代数を考えることができるが，適切な条件下でそれがもとのカッツ・ムー
ディ代数 gと一致することを示した．このことにより，アフィン型のカッツ・ムーディ群に対し
ては，内部から（１）のような生成元と関係式で与えられた抽象群として定義することなく，公
理的な特徴付けにより外部から定義することが可能になった． 
これらの得られた結果は「５．主な発表論文等」の項目に記載してある通り，J. Morita 氏（筑

波大学）と A. Pianzola 氏（University of Alberta）との共著論文として発表をしており，す
でに国内外の雑誌にて受理および掲載されている． 
また，当初はカッツ・ムーディ群を超対称性が考慮されたスーパー・コンテクストで考察し，

非スーパーのときと同様の枠組みで適当なループ・スーパー群による中心拡大として記述する
ことも目的としていたが，下記の二点の理由によりこの目標を達成することができなかった． 
一つ目の理由は，世界的な COVID-19 の影響により計画していた出張などが中止または制限さ

れたことによって，当初計画していた Morita 氏や Pianzola 氏との共同研究に遅れが生じてし
まったということである． 
二つ目の理由は，非スーパーの場合において自己同型で捻じる操作が当初予期していないほ

どに複雑であり，結局はケース・バイ・ケースで群の中心拡大を示す必要があることに気付いた
ことである．これはリー代数の状況とは対照的である．このことが明確になったことにより，ス
ーパーの場合の研究においては，自己同型の振舞いに関して，より丁寧で細やかなケース・バイ・
ケースの解析が必要であるという知見を得ることができた． 
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