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研究成果の概要（和文）：本研究では、グラフ理論における未解決問題であった Hedetniemi 予想へのホモトピ
ー論の応用と、 Z/2-指数に関する考察から幽霊写像の一般化である相対的幽霊写像に注目し、位相的組合せ論
の研究を行った。途中、 Shitov による Hedetniemi 予想の否定的解決があり、研究計画の変更が必要となった
が、結果的に位相的組合せ論に関する多くの成果を挙げることができた。特に、多様体の三角形分割に関する 
van Kampen-Flores 定理の一般化、グリッドグラフの独立複体のホモトピー型の決定、および支配複体と近傍複
体の研究は国際的な注目を集めている。

研究成果の概要（英文）：In this study, we study topological combinatorics in the context of 
applications of homotopy theory to the Hedetniemi conjecture, which had been an unsolved problem in 
graph theory, and of relative phantom maps, which are a generalization of phantom maps from the 
viewpoint of Z/2-indices. Although I had to change our research plan due to the negative resolution 
of the Hedetniemi conjecture by Shitov, I was able to obtain many results on topological 
combinatorics as a result. In particular, the generalization of the van Kampen-Flores theorem on 
triangulations of manifolds, determination of homotopy types of independence complexes of certain 
grid graphs, and research on dominance and neighborhood complexes of graphs have attracted 
international attention.

研究分野： 位相幾何学

キーワード： 近傍複体　独立複体　相対的幽霊写像　独立複体
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は数学の一分野であるホモトピー論と位相的組合せ論に新たな視点をもたらし、特に多様体の三角形分割
に対する van Kampen-Flores の定理の研究やグラフの独立複体や支配複体の研究などにより、グラフ理論の応
用において顕著な進展を達成した。グラフの彩色問題への新しいアプローチは、数学の基本問題に対する理解を
深める上で重要な役割を果たしている。彩色問題を含め、グラフ理論における多くの研究は、計算機科学やネッ
トワーク設計など、他分野への応用可能性の大きい分野であり、純粋数学の範囲を超えた社会的影響を期待させ
る。このように、本研究は学術的にも社会的にも大きな意義を持っている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 研究開始当初においては、グラフ理論における Hedenitmi 予想は長年の未解決問題として残
っており、私の以前の研究によって、変換群論の応用によって Hedenitmi 予想の否定的解決が
導かれる可能性が示唆されていた。 
グラフ理論における de Bruijn-Erdos の定理とは、無限グラフに対する定理であり、有限部

分グラフが常に k-彩色可能なら、元々のグラフも k-彩色可能であるというグラフ理論における
古典的な定理である。グラフは箱複体によって Z/2-位相空間が対応しており、グラフの彩色は
球面への Z/2-同変連続写像に対応している。軌道空間を取って、 de Bruijn-Erdos の定理の変
換群論の言葉で書き直す際、相対的幽霊写像の概念に到達する。 

CW-複体 X と、位相空間の間の写像 φ:B → Y があったとき、 X から Y への連続写像 f : 
X → Y が相対的幽霊写像であるとは、 X の任意の有限部分複体への制限が、 B を経由する
写像とホモトピックであることをいう。相対的幽霊写像はホモトピー論の古典的な研究対象で
ある、幽霊写像の一般化であり、 B が一点空間の場合が幽霊写像である。すなわち、幽霊写像
とは有限部分複体に制限するとヌルホモトピックになる写像のことである。 
相対的幽霊写像は岸本大祐氏（当時京都大学准教授）、および入江幸右衛門氏（当時大阪府立

大学教授）と私によって、上記の de Bruijn-Erdos の定理を背景として導入されたホモトピー
論的概念である。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、 Hedetniemi 予想への変換群論の研究の応用と、相対的幽霊写像の研究を
題材として、位相的組合せ論の研究を通して、ホモトピー論と組合せ論の研究を深めることであ
る。 
 
３．研究の方法 
 Hedenitniemi 予想においては、 Z/2-指数が無限次元実射影空間への連続写像の LS カテゴリ
ーとしてみなせることから、LS カテゴリーの手法を用いて Hedenietmi 予想の解決に近づこう
としていた。相対的幽霊写像については、古典的な lim^1 の手法を空間対に対して精密化する
ことを考えていた。 
 
４．研究成果 
 途中、 Shitov による Hedetniemi 予想の否定的解決などがあり、研究計画の変更を余儀な
くされたが、結果的に多くの研究成果を上げることができた。相対的幽霊写像に関する研究につ
いても研究成果を発表できた他、多様体の三角形分割に対する van Kampen-Flores の定理の一
般化、近傍複体と Kronecker 二重被覆との関係性と、 二部 Kneser グラフを Kronecker 二重
被覆に持つグラフの完全な分類、グリッドグラフの独立複体のホモトピー型の決定、支配複体と
近傍複体と独立複体の関係など、多くの研究成果を上げることで、位相的組合せ論の研究を進め
ることができた。 
 まず van Kampen-Flores 型の定理について述べる。 van Kampen-Flores の定理とは、2d+2
次元の単体の d-骨格が 2d 次元ユークリッド空間に位相的に埋め込むことが出来ないという定
理である。全ての d 次元有限単体複体は、2d+1 次元のユークリッド空間には埋め込むことがで
きるので、 van Kampen-Flores の定理は d次元の単体複体で 2d 次元のユークリッド空間に埋
め込むことが出来ないものが存在するという意味で、古典的に重要な成果である。特に van 
Kampen-Flores の定理の d = 1 の場合は、 K_5 が非平面的であるという定理であり、これは
位相的グラフ理論における基礎的な事実である。 
 一般的に、単体複体 K に対して、「K の d-骨格は 2d 次元のユークリッド空間に埋め込むこ
とが出来ない」というタイプの主張は多くあり、それらを総じて van Kampen-Flores 型の定理
という。例えば、球面を除く閉曲面の三角形分割の 1-骨格は非平面的、すなわち 2 次元ユーク
リッド空間に埋め込むことができないということが、位相的グラフ理論において基礎的な事実
として知られており、これも van Kampen-Flores 型の定理と位置付けることができる。 
岸本大祐氏（九州大学）との共同研究によって、多様体の三角形分割に対する van Kampen-

Flores 型の定理について調べた。主なクラスとしては、 K が(2d+1)-次元 Z/2-ホモロジー球
面の三角形分割である場合と、 K が全 Stiefel-Whitney 類が非自明な(2d+1)次元微分可能多様
体に対して van Kampen-Flores 型の定理が成立すること、すなわち K の d-骨格が 2d 次元の
ユークリッド空間に埋め込むことができないことを証明した。 
 続いて名古屋大学の若月駿氏との共同研究で得られた、支配複体に関する研究について述べ
る。有限単純グラフの頂点集合の部分集合が支配的であるとは、全ての頂点が、その集合の元か
その集合の元と隣接していることをいう。支配複体とは、底集合を頂点集合とし、補集合が支配
的集合となる場合に単体となるような単体複体のことである。支配複体は、以前は散発的に研究
がなされていただけであったが、我々の研究によって、位相的組合せ論における中心的な役割を



担っている近傍複体との関連性が明らかになった。 
 近傍複体とはグラフから構成される単体複体の一種で、 Lovasz により Kneser 予想の解決
の際に導入された。グラフ G の近傍複体が n-連結であるならば、 G の彩色数は n + 3 以上
であることが知られている。我々の研究により、支配複体の組合せ論的アレクサンダー双対は、
補グラフの近傍複体と一致することがわかった。これにより、支配複体のホモロジー次元が、彩
色数と関連することがわかり、支配複体を研究する組合せ論的意義を増すことができた。また支
配複体において知られていた数多くの結果が、近傍複体に関する考察からわかることを示した。
その他、超グラフの独立複体に対する Nagel-Reiner の定理を用いることで、nx3-グリッドグラ
フの支配複体のホモロジー群を完全に決定した。 
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