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研究成果の概要（和文）：空間１次元準線形波動方程式の解の有限時間爆発に関する新しい定理を証明した。特
に、質量保存を持つ圧縮性オイラー方程式や１次元elastic systemとエネルギー保存を持つ変分型非線形波動方
程式を繋ぐようにパラメータ付けを行った準線形波動方程式の初期値問題において、解の有限時間爆発が起こる
ための十分条件を与えた。さらに、空間無限遠方で退化する準線形波動方程式の可解性を証明した。主要部以外
の空間１階偏微分の係数の減衰具合も可解性に関係することを証明した。
 変数係数摩擦項付き空間１次元圧縮性オイラー方程式の時間大域解の存在と解の爆発の新しい結果も証明する
ことができた。
　

研究成果の概要（英文）：We prove a new theorem on finite-time blow-up of solutions of the spatial 1D
 quasilinear wave equation. In particular, we gave sufficient conditions for finite-time blow-up of 
solutions in the initial value problem of the quasilinear wave equation parameterized to connect the
 compressible Euler equation with mass conservation and the one-dimensional elastic system with the 
variational nonlinear wave equation with energy conservation. Moreover, solvability of the 
quasilinear wave equation degenerate at spatial infinity is also proved. It is proved that the decay
 of the coefficients of the first-order partial derivatives in space other than the main part is 
also related to the solvability.
 I also prove new results on the existence of time global solutions and the blow-up for the  
one-dimensional compressible Euler equations with time and space dependent damping terms.
　

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： 解の爆発　解の正則性　波動方程式　圧縮性オイラー方程式　方程式の退化

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究においては、圧縮性流体や液晶中のエントロピー波の挙動を記述する準線形波動方程式やその関連方程式
の研究を行った。特に、基本的な問題である解の存在と解が有限時間で存在しなくなる現象（解の爆発）の新し
い定理を証明した。解の存在については、無限遠方における退化性という、これまで研究例のなかった条件のも
とで考察を行った。解の爆発の研究は、既存の研究においては、方程式の持つ対称性（より具体的には保存則）
を使って証明を行うのが一般的であったが、この研究では、そういった構造のない方程式において、解の爆発が
起こる条件を与えた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
楕円や放物型の方程式においては、退化型準線形方程式の解の正則性や時間大域的弱解の存在
などが盛んに研究されているが、準線形双曲型方程式については比較原理に相当する性質がな
い等の困難があり、研究が少ない。一方で楕円や放物型方程式にはない非退化な方程式から退化
な方程式へ遷移する「有限時間での方程式の退化」という双曲型方程式特有の現象があることが
申請者の研究によって分かってきている。この研究ではまず elastic system と呼ばれる空間 1 次
元双曲型保存則系を取り扱う。この方程式には、細長い管内の圧縮性気体の密度や速度を記述す
る圧縮性 Euler 方程式でもある。また双曲型保存則系で書くことができ、物理的にも数学的に
も基礎的な方程式である。申請者の研究によって「有限時間での方程式の退化」という概念が与
えられ、有限時間での方程式の退化が起こるための条件が与えられた。つまり、初期時刻である
正定数以上であった伝播速度が有限時間で 0 へと近づき、方程式が有限時間で退化する条件が
与えられた。この現象は比較原理が成立する多孔媒質方程式などの放物方程式には見られない、
双曲型方程式特有の現象である。そこで、この研究課題の核心をなす問は、方程式の退化が解や
解の正則性にどのような影響を与えるかということである。この疑問の解決は、単に退化型双曲
型方程式の解の正則性理論の構築につながるだけではなく、elastic system に対する時間大域解
の存在という長年の未解決問題の解決に繋がる。 
 
２．研究の目的 
elastic system（空間 1 次元双曲型保存則系）を取り扱い、退化する点付近の解の正則性理論を
構築し、その応用として未解決問題「古典解及び弱解の時間大域存在」の解決を目指す。その後、
高次元化を中心とした一般化も目指し、「方程式の退化」を中心とした退化型準線形波動方程式
の新理論の構築を目指す。また、変数係数摩擦項を持つオイラー方程式を中心とした非退化型方
程式の時間大域解の存在・非存在の未解決問題の解決を目指す。 
 
３．研究の方法 
elastic system においては、初期速度の積分がある閾値を超えると、有限時間において退化する
ことが申請者に知られている。その後、何人かの研究者によって退化する点付近での解の正則性
の評価が得られているが、退化する点を超えて解の存在を示すための十分な評価を得るには至
っていない。特に、その閾値での解の挙動が未解決であり、退化が起こるか、または退化が起こ
らずに時間大域的に解が存在するかもわかっていない。それを解決するためには退化が起こる
点付近での解の正則性評価を証明していくことが有効であることが分かってきている。 
一方で、弱解（非退化方程式の）まで解の概念を拡張することで、不連続解（衝撃波）を扱え

ることとなり、物理的に重要な問題である。この問題については、近似解に対する非退化性を保
証する評価が未だに知られておらず、長いこと未解決の問題として残されている。ここでは、リ
ーマン不変量に対する compensated compactness の方法やその精密化を使って証明を完成さ
せる。 
上記の研究において培われるであろう評価の方法を、elastic system 以外の方程式または高

次元の問題に応用する。例えば、変数係数摩擦項付き圧縮性オイラー方程式は、近年解の爆発や
爆発時刻の評価も含めて非常に活発に研究されている。しかしながら、摩擦係数が空間変数に依
存する問題については、未解決のものが多いので、上記の研究で培われたリーマン不変量を使っ
た解自身の評価が有効であり、それを用いて解決を目指す。 
 

４．研究成果 
空間無限遠方で退化する準線形波動方程式の可解性を証明した。主要部以外の空間１階偏微分
の係数の減衰具合も可解性に関係することを証明した。このことは、既存の線形弱双曲型方程式
の研究において「Levi 条件」と呼ばれるもので、無限遠方で退化する方程式にも現れることが
明らかになった。この結果は、査読付きの国際誌 Communication Mathematical Science から出
版済みである。またこの結果の高次元化についても証明が完成しており、現在論文投稿中である。
高次元版の結果では、重み付き一様局所ソボレフ空間と呼ばれる新しい解空間を使っている。さ
らに、この 1次元の結果を、熱弾性方程式へと拡張した結果を Yanbo Hu(杭州師範大学)ととも
に証明した。この結果についても現在論文投稿中である。空間有限な点における退化型方程式の
可解性は、未解決であるが、この無限遠点での退化の問題において構築した重み付き評価の方法
が有効であることが現在までに分かって来ており、今はその証明に取り組んでいる。 
一方で、変数係数摩擦項付き空間１次元圧縮性オイラー方程式の時間大域解の存在と解の爆

発の新しい結果も証明することができた。より具体的には、摩擦項の空間方向の減衰率に応じて、
小さな初期値を持つ解が時間大域的に存在するか否かを決定する定理を証明した。摩擦項付き
オイラー方程式に対する新しい最大値原理が証明の鍵となっていた。この結果は、現在論文投稿
中である。 
さらに、空間１次元準線形波動方程式の解の有限時間爆発に関する新しい定理を証明した。特



に、質量保存を持つ圧縮性オイラー方程式や１次元 elastic system とエネルギー保存を持つ変
分型非線形波動方程式を繋ぐようにパラメータ付けを行った準線形波動方程式の初期値問題に
おいて、解の有限時間爆発が起こるための十分条件を与えた。この結果は、すでに査読付き国際
誌 Indiana Mathematical Journal から出版済みである。 
双曲型方程式の問題ではないが、山本征法氏（新潟大学）との共同研究によって、分数冪拡散

項を持つ移流拡散方程式の定常解とその安定性についての論文を 2 篇出版した。方程式は異な
るが、上記の研究で得たエネルギー法のテクニックがこれらの論文でも使われている。 
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