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研究成果の概要（和文）：本研究では、様々な条件下での非線形発展方程式の解の特性に関する評価を行った。
特に、絶対値冪乗や指数関数型の非線形項を持つ波動方程式やシュレディンガー方程式について、異なる臨界状
況下での解の挙動を詳細に研究した。その結果、初期値の大きさによる解の爆発や解の存在性、ライフスパンの
最適評価を明らかにした。また、質量やポテンシャルの異なる状況における解の振る舞いや安定性についても研
究を行い、その成果は国際論文で発表した。これらの研究は、非線形偏微分方程式の理解と応用において重要な
貢献を果たし、物理学や数学の分野で新たな洞察と理論の発展を促している。

研究成果の概要（英文）：In this study, we evaluated the characteristics of solutions to nonlinear 
evolution equations under various conditions. Specifically, we extensively investigated the behavior
 of solutions to wave equations and Schr¥:odinger equations with nonlinear terms of absolute value 
power and exponential type in different critical situations. As a result, we revealed the explosion 
of solutions and their existence depending on the size of initial values, and we provided optimal 
evaluations of their lifespan. Additionally, we conducted research on the behavior and stability of 
solutions in situations with different mass and potential, and the outcomes were published in 
international journals. These studies have made significant contributions to the understanding and 
application of nonlinear partial differential equations, stimulating new insights and theoretical 
developments in the fields of physics and mathematics.

研究分野： 微分方程式

キーワード： 非線形　偏微分方程式　関数空間　ソボレフ空間　解の爆発　解の長時間挙動　臨界指数　ソリトン

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究成果は、非線形偏微分方程式の理論や応用において重要な貢献をしています。これらの研究により、異な
る物理現象や数学モデルに関連する問題に対して、初期値問題の解の挙動や存在性、安定性などを評価する新た
な手法や結果が提案された。これは科学的な理解を深めるだけでなく、実世界の問題に対する解決策の開発や技
術の進歩にも貢献する。さらに、これらの研究成果は国際誌に掲載されるなど、学術コミュニティに広く認めら
れており、他の研究者や関連分野の専門家によるさらなる応用や発展の可能性を示唆しています。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

非線形偏微分方程式は、自然科学だけでなく、工学、医学、経済学、情報学などのさまざまな

分野で重要な役割を果たしている。非線形偏微分方程式は複雑な現象やシステムをモデル化

し、その性質や振る舞いを解析するために用いられる。例えば、非線形シュレディンガー方程

式は、光ファイバー中を伝播する電磁波の形状の変化やBose-Einstein凝縮の物質波の近似モデ

ルとして重要である。この方程式を理解することで、光信号の伝播特性や物質波の振る舞いを

予測することが可能になる。しかしながら、非線形偏微分方程式の解析は非常に困難であり、

最も基本的な解の存在性さえ未解決の問題が多く存在する。方程式の構造やデータの条件がわ

ずかに変化するだけで、解の性質が劇的に変化するため、解の存在や性質を明らかにすること

は困難である。非線形偏微分方程式の一般的な特徴は、一般的に解の表示式が存在しないこと

である。そのため、解の存在性さえ非自明である。現象の時間発展を記述する方程式では、解

の振る舞いを理解することが重要であるが、拡散性や分散性と非線形性の相互作用により、解

はさまざまな振る舞いを示すため、その解析は容易ではない。 

 
 
２．研究の目的 

本研究の目的は以下である。 

（１） 非線形偏微分発展方程式の初期値問題の適切性に関する重要な未解決問題に取り組む

こと。 

（２） 非線形偏微分発展方程式の解の挙動の特徴付けに関する研究を行うこと。 

特に, 本研究では, 方程式固有の尺度変換則に関して不変な関数空間(臨界空間) とエネルギ

ー, 電荷等の方程式固有の物理量が定義される関数空間(エネルギー空間) の枠組みで適切性

と解の性質を研究する. 前者は「藤田・加藤の原理」として, 後者は物理的に, 重要性が認識

されている. ただ, 基礎方程式でさえ, これらの空間で, 適切性等を示すことは容易でない. 

上記研究目的を達成するため, まず以下の本質的に創造性を必要とする課題に取り組むことと

した: 

①. 線形ポテンシャルを持つ非線形シュレディンガー方程式(NLS)の適切性・解の分類理論の構

築 

②. 変数係数の摩擦項を持つ非線形波動方程式の適切性と解の長時間挙動理論の構築 

③. 微分型非線形シュレディンガー方程式系の臨界ソボレフ空間内の適切性・散乱理論の構築 

④. 非線形分散型波動方程式の爆発解の発散速度と爆発時刻付近における漸近形の導出 

研究当初, 上記の創造性を必要とする課題に挑戦しようとした. またこれらの方程式に関連し

た他の物理的に意義のある方程式と比較検討を行い, 最終的に, 非線形偏微分方程式の大域挙

動の統一理論の構築を目指した. 

 
３．研究の方法 

上記の問題すべてに共通する困難さは「分散性または消散性(波や熱を広げようとする性質)」

と「非線形性(波や熱を一点に集中させようとする性質)」の兼ね合いがほぼ均等である臨界状

況を扱う点である. 

①-②について:2006年に革新的なKenig-Merle法が見出され, NLS や非線形波動方程式(NLW)に

対して, 基底状態解未満の初期値に対して, 初期値の特定の汎関数の値で, 解の挙動が分類さ

れた.しかし, この方法は, 非常に複雑で, 改善の余地がある. また, 物理的に自然な線形ポテ



ンシャルを持つ場合, 変数係数の場合, ユークリッド空間以外の領域においては未開拓であっ

た. 

③について: 非線形項に微分を含む方程式の適切性等を示す際,「微分の損失」という困難さが

現れるため, その証明は容易ではない. 09 年にHadac-Herr-Koch によりUp-V p 空間論[2] が

整備され, 非線形項に微分を含むいくつかの方程式に対して, 臨界ソボレフ空間における局所

適切性と小さな初期値に対する解の散乱が示された. しかし, Up-Vp空間論は複雑なので, より

簡潔な議論が必要である. また, 臨界空間での大きな初期値の解の散乱や長距離型の散乱は未

開拓である. 

④について: 非線形熱方程式の爆発解の発散速度の評価は先行研究で得られている.しかし,分

散型波動方程式には, 熱方程式の研究で用いられる比較原理が成立しない. これを用いない解

析手法を確立する. 

 
４．研究成果 
上記の問題の解決を目指しながら, 様々な軌道修正を行うことにより以下の研究成果を得た。 

絶対値冪乗の非線形項を持つ波動方程式とその連立系に対して, Strauss臨界と劣臨界の状況下

で, 小さな初期値の解の爆発とライフスパンの最適な上からの評価を先行研究より簡明な方法

で示した. この結果は, 国際誌Journal of Differential Equationsに採録された. 絶対値冪乗

の非線形項と時間依存した効果的な摩擦項を持つ波動方程式に対して, 藤田臨界の場合に, 小

さな初期値の解のライフスパンの最適な評価を導出した. これは, 国際誌Journal of 

Hyperbolic Differential Equationsに採録された. 空間3次元の線形ポテンシャルを持つ非線

形シュレディンガー方程式に対して, ポテンシャルのない基底状態未満の初期値に対する解の

散乱と爆発の結果を得た. 解が散乱するための初期値の十分条件と解が非有界になるための十

分条件を与えた. 散乱の条件は, 先行研究では扱えていなかった初期値を含んでいる. 解の爆

発の結果は初めてのものである. これはJournal of Evolution Equationsに採録された. 空間1

次元の質量臨界の非線形項を持つKlein-Gordon方程式に対して, 基底状態未満のエネルギー有

限な初期値に対して, 解の散乱を示した. また, 反発的に働く質量臨界項も本質的に含んだ指

数関数型の非線形項を持つKlein-Gordon方程式に対して, 任意のエネルギー有限な初期値に対

する解の散乱を示した. これは, 国際氏Journal of Hyperbolic Equationsに採録された. 線形

ポテンシャルを持つ非線形シュレディンガー方程式に対して, ポテンシャルを持つ定常方程式

の解の存在を示した, またそれより小さな初期値の時間依存問題に対する時間大域解の存在を

示した.  線形ポテンシャルを持つ非線形シュレディンガー方程式で, 基底状態未満の作用を

持つ初期値のNehari汎関数が正の時に, 大域適切性を示した(PAMSに採録された). 3次のハート

リー型非線形項とスケール不変な時間依存した摩擦項を持つ波動方程式の初期値問題を研究し

た. 空間遠方で超臨界な多項式減衰する小さな初期値の解が有限時間で爆発することを示した

(Nonlinear Analに採録された). コンパクトサポートを持つ小さな初期値に対して, ポテンシ

ャルの臨界指数を決定した(JDEに採録された). 伝播速度の差異を考慮した弱連立一般化

Tricomi方程式(JEE)と時間依存した摩擦項と質量項を持つ波動方程式(Evol Equ Cntrolに採録

された)で, コンパクトサポートを持つ小さな初期値の解の最大存在時刻を評価した. ノイズ付

き非線形力学系に対して, 再生核ヒルベルト空間上のPerron-Frobenius作用素とカーネル平均

埋め込みを用いて, Shift-Invert Arnoldi法と有限個のデータからその作用素の推定法を提案

した(JMLRに採録された). 微分同相写像から定まる合成作用素がモレー空間上で有界になるた

めの必要十分条件を示した(J Inequal Applに採録された). ハイパーグラフ上の(劣モジュラ

ー)ラプラシアンから定まるPersonalized PageRankを用いた2つの理論保証付きコミュニティ検



出法を提案した(KDD). カップリングに基づく可逆ニューラルネットワークが微分同相写像の万

能近似器であることを示した(NeurIPSに採録された). オーバーパラメトライズされたニューラ

ルネットにおけるパラメータ分布が, リッジレッド変換のあるスペクトルに収束することを示

した(AISTATSに採録された).  Hardy-H¥'enon拡散方程式の初期値問題を重み付きルベーグ空

間内で研究した. 尺度臨界及び劣臨界空間で, 適切性を, 優臨界空間で, 局所解の非存在の結

果を得た. 臨界空間で, 前方自己相似解の存在を示した. 空間3次元以上のエネルギー臨界

Hardy-Sobolev拡散方程式の初期値問題で, 初期値のエネルギーが基底状態以下の時, 解が, 時

間無限大で0になるか, 非有界になるかの必十条件を与えた. 空間2次元の点相互作用ポテンシ

ャルを持つ非線形シュレディンガー方程式をエネルギー空間で研究した. この方程式の基底状

態の存在と性質を示した. 初期値問題の局所適切性とエネルギー保存則を示した. 定在波に関

して, 小さな周波数の安定性, 大きな周波数かつ質量(劣)臨界の安定性と質量優臨界の不安定

性を得た. 反発的逆冪ポテンシャルを持ち, 質量優臨界かつエネルギー劣臨界の非線形シュレ

ディンガー方程式の初期値問題で, 基底状態の質量-エネルギー未満の初期値に対する解の長時

間挙動を研究した. 解が時間大域的かつ時間に関して一様有界である初期値及び解が時間に関

して非有界であるための初期値の必十条件を与えた. 空間1次元で反発的線形ポテンシャルを持

つ非線形シュレディンガー方程式に対しても類似の研究を行った. 分数冪ラプラシアンを持つ

消散型波動方程式の初期値問題の適切性と解の時間減衰評価を研究した. 線形解のべゾフ空間

と重み付きルベーグ空間における減衰評価を導出した. 非線形問題の適切性及び藤田優臨界の

場合の解の減衰評価を導出した. 空間1次元で, 3階以下の微分を含みかつ3次以上の非線形項を

持つ4階シュレディンガー方程式の初期値問題を研究した. 様々な既存研究を含んだ適切性の結

果を得た. 証明の鍵は, デュアメル項の分解を用いた線形評価とそれを応用した双線形評価を

確立にある.  我々は, Chungの熱を用いた通常のグラフに対するコミュニティ検出法をハイパ

ーグラフに拡張した. またハイパーグラフラプラシアンが極大単調作用素になることを示した. 

我々は, BBM-Burgers方程式の初期値問題の解の時間挙動を研究した. そこで, 解の第一次漸近

形(非線形拡散波)の最良な収束レートと第二次漸近形の導出に成功した. 我々は, Hardy-

H¥'enon型の非線形項を持つviscous Hamilton-Jacobi方程式の尺度臨界重み付きルベーグ空間

と重み付きソボレフ空間において時間局所適切性を示した. 我々は, 再生核ヒルベルト空間を

一般化した再生核Banach空間上のKoopman作用素及びPerron-Frobenius作用素に対して 

データ解析へ応用するためのいくつかの基本性質を証明した. k-rectified linear unit(k-

ReLU)を活性化関数に持つ浅いニューラルネットの領域の形状に依存しないタイプの普遍近似性

定理を示した. ハイパーグラフ・ラプラシアンを持つ方程式に対してPoincar¥'e-Wirtinger型

不等式を示した. その応用として, 拡散方程式の解の時間減衰評価及び時間周期解の存在を示

した. 種々の境界条件を持つ外部領域上の非線形消散型波動方程式系の解の最大存在時刻の評

価を導出した. 反発的な逆2乗ポテンシャルを持つ非線形Klein-Gordon方程式の球対称定在波の

安定性と不安定性を研究した. 
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 ４．巻
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オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 －

 ４．巻
Yuka Hashimoto, Isao Ishikawa, Masahiro Ikeda, Yoichi Matsuo and Yoshinobu Kawahara 172
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手嶋毅志, 石川勲, 東條広一, 大野健太, 池田正弘, 杉山将

 １．発表者名
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 ４．発表年

群畳み込みニューラルネットに対するリッジレット変換

可逆ニューラルネットのSobolev空間における普遍性について

RKHMの関数データへの応用

逆冪乗型ポテンシャルをもつ非線形シュレディンガー方程式の爆発解について

 ４．発表年

 １．発表者名

 １．発表者名
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