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研究成果の概要（和文）：言語Lの密度とはLの「大きさ」を表す[0,1]区間の実数値であり，概普遍性判定問題
とは与えられた言語Lの密度が1かどうかを判定する決定問題である．文脈自由言語についてのサーベイを進めて
いく上で，一般の文脈自由言語では密度の解析は困難になるため，本研究では正規言語より「弱い」言語クラス
に注目し，形式言語における密度の性質を解明する方針を取った．
結果として概普遍性判定問題から派生した密度に関する決定問題である「可測性」という概念を発見し，期間全
体を通して形式言語の密度に対する一連の新たな結果が得られた．

研究成果の概要（英文）：The density of a language L is a real value between 0 and 1 that represents 
the “size” of L. The almost universality problem asks whether a given language is 1 or not.
In conducting our survey of context-free languages, we decided to focus on “weaker” subclasses of 
regular languages since the theory of density of context-free languages is not well-developed yet.
As a result, we discovered the notion of "measurability”, a decision problem about density, and 
obtained a series of new results on the density and measurability on formal languages were obtained 
throughout the period.

研究分野：形式言語理論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
形式言語・オートマトン理論は1960年代から深く研究されており，現代の理論計算機科学の基礎をなしている分
野である．
本研究で得られた密度や可測性に関する一連の成果は，形式言語理論に測度論的な新たな視点を与える全く新し
い成果である．また，正規言語よりも「弱い」言語クラスにおける可測性の決定可能性は，正規言語の「近似理
論」への応用などの新たな可能性を開いた．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 言語  の密度は ( )は 
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で定義（#(S)は集合 Sの濃度を表す）される[0,1]区間内の実数値であり，直感的には言語の「大
きさ」を表す値である．密度は代数的符号理論などの文脈で深く研究されてきた概念であり，
Jean Berstelによる 1972年の論文において「任意の正規言語の密度は有理数」および「無曖昧
文脈自由言語の密度は(収束するならば)代数的数」などの結果が示され，形式言語理論において
も注目されるようになった． 
 一方，一般の文脈自由言語においては密度に関連する成果は歴史的にほとんど知られておら
ず，特に「任意の文脈自由言語は密度を持つか？」という基本的な問題ですら現時点で未解決で
ある． 
  
(2) 申請者は 2015年に「密度が 1になるか?」を判定する問題（概普遍性判定問題）が正規言語
に対して線形時間で決定可能であることを示した．概普遍性判定問題などの密度に関する決定
問題の決定可能性は文脈自由言語については知られておらず，正規言語に対する結果を文脈自
由言語やその部分クラスに一般化できるかどうかは未解明であった． 
 
 
２．研究の目的 
(1) 密度や密度に関連する決定問題について考察することで，形式言語の新たな側面や形式言
語理論に対する幾何的なアプローチを発見する． 

 
(2) 正規言語に関する密度の理論（概普遍性判定問題）を文脈自由言語に一般化できるかできな
いかを明らかにする．一般化できない場合，文脈自由言語のどのような性質が一般化を困難
にしているかを解明する． 

 
 
３．研究の方法 
(1) 正規言語に関する密度の理論をより詳細に解析し，その結果を精密化する．正規言語の内部
には様々な言語の階層が存在し，それらの階層で密度に関する定理が強化できるかどうか
を調べる．正規言語の部分クラスとして代数的・論理的な特徴付けを持つ振る舞いの良い部
分クラスとして歴史的に良く研究されてきた部分クラスが存在する．歴史的に有名な例と
して 
・区分検査可能言語：「ある語  が部分列として現れる語全体」という形の言語の Boolean 
演算で記述できる言語． 
・星自由言語：一階述語論理で定義できる言語． 
などがあり，これらの言語属に対する密度の理論を精密化する方針を取る． 

 
(2) (1)で得られた結果を文脈自由言語などの正規言語よりも上位の言語クラス，さらには文脈
自由言語よりも強い「高階な」言語クラスに一般化できるかどうかを解析・検証する． 

 
(3) 概普遍性問題以外にも，密度に関する興味深い決定問題がないか，形式言語理論に限らずサ
ーベイ等を通じて考察する．密度は言語の「大きさ」を表す確率的な指標であり，確率論や
測度論のアイディアを形式言語理論に適用できる可能性がある． 

 
４．研究成果 
(1) 無曖昧な文脈自由言語に対する概普遍性判定問題が決定可能であるという予想のもと研究
を進め，1973 年の Semenov の普遍性判定問題に対する決定可能性の証明を拡張する形で，
概普遍性判定問題についても同様に決定可能性が導けるという方針が得られた．しかし，ま
だ証明の拡張にはギャップがあり完成には至っていない． 
 
(2) 正規言語の部分クラスである区分検査可能言語について，次の同値条件を示した： 
区分検査可能言語  が密度 1 である ⇔ ある語  が存在して  が「  を部分列に含む
語全体の集合」を部分に含む． 
これ正規言語が密度 1であることの次の同値条件（申請者が 2016 年に示したもの）の
特殊化（精密化）になっている： 
正規言語  が密度 1 である ⇔ ある語  が存在して  が ∗   ∗ という言語すなわ



ち「  を部分語に含む語全体の集合」を部分に含む． 
 
(3) 概普遍性判定をより精密化した「正規可測性」という決定問題を提案し，文脈自由言語や正
規言語の部分クラスに対する一連の非自明な結果を与えることに成功した．ある言語  が
「正規可測である」とは，直感的にはその言語が正規言語で（密度の意味で）いくらでも外
側・内側から近似できることを言い，形式的には以下の条件を満たすことを言う：正規言語
の無限列の対 ,   が存在し， 
(1)   ⊇   ⊇ が各  について成り立ち (2) lim

 →
  ( )  = lim

 →
  ( )  =   ( ) 

が成り立つ（下図）．正規可測性は言語の密度を応用した測度論的な発想に基づく概念であ
り，期間中に以下の一連の結果が得られた： 
 
 回文や括弧の対応などの典型的な文脈自由言語や，さらに歴史的に知られている多
くの複雑な文脈自由言語が正規可測である（正規言語で近似できる）一方，比較的
単純な（決定性）文脈自由言語で正規非可測なものが存在するということ． 

 
 原始語（自身よりも短い語の繰り返しで表現できない文字列）全体の集合は正規非
可測であること． 

 
 文脈自由言語に対する正規可測性の判定は決定不能である一方，「正規可測性」を
弱めたいくつかの性質は正規言語に対して決定可能である． 
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