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研究成果の概要（和文）：冷却原子系における緩和現象を量子力学を用いて理論的に研究して、量子ダイナミク
スの背後に潜む普遍的な性質を研究した。本研究課題のキーワードは動的スケーリング則である。これは非平衡
ダイナミクスにおいて時間変化する物理量の相関関数などに現れるスケーリング則であり、系の普遍的な性質を
理解する上で重要な役割を果たす。研究期間中に、1次元量子系の界面粗さ成長、多成分ボース・アインシュタ
イン凝縮体におけるドメイン成長などで動的スケーリング則を数値計算と解析計算で明らかにした。特に、界面
粗さ成長の研究では界面高さ演算子を初めて導入して、その1次元量子ダイナミクスを調べた先駆的な研究成果
を得た。

研究成果の概要（英文）：I have theoretically studied relaxation dynamics in ultracold atoms 
described by quantum mechanics, and have studied universal properties behind quantum dynamics. The 
keyword in this research proposal is a dynamical scaling law. When studying time-dependent 
correlation functions in quantum dynamics, dynamical scaling laws often emerge and have fundamental 
information concerning universal aspects of the dynamics. During the four-year study period, I have 
numerically and analytically investigated dynamical scaling laws for surface-growth dynamics in 
one-dimensional quantum systems, domain growth in multi-component Bose-Einstein condensates, etc. In
 particular, in the study of surface-growth dynamics, I introduced a surface-height operator by 
employing a relation between classical surface-growth model and one-dimensional fluctuating 
hydrodynamics. Then I obtained pioneering results for the surface-roughness growth in 
one-dimensional quantum systems.

研究分野：冷却原子系、統計物理

キーワード： 動的スケーリング則　界面成長　ボース・アインシュタイン凝縮体
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研究成果の学術的意義や社会的意義
時間とともに変化する非平衡現象は、これまで多くの研究が行われており、いまなお新しい発見がある。とりわ
け、量子力学で記述される系の非平衡現象を理解することは、現代物理学における難問の一つと認識されてお
り、その解明は基礎科学、工学的な応用の両視点から極めて重要である。本研究課題では、冷却原子系の実験を
想定した理論モデルを用いて、量子ダイナミクスに現れる動的スケーリング則の普遍性の一端を理論的に発見で
きた点に学術的な意義がある。本研究は理論的な結果が中心であったが、本成果が量子ダイナミクスの理解を深
めるための今後の実験検証の一つの足がかりになると期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 冷却原子系はこれまで非平衡統計物理学の基礎的な側面を理解する上で重要な役割を果たし

てきた。研究開始当時、孤立した量子系において初期状態からある平衡状態に至る緩和ダイナミ

クスに系の詳細に依存しない普遍的な動的スケーリング則の存在が活発に研究されており、実

験的には冷却原子系を舞台として量子ダイナミクスに現れる動的スケーリング則が実験的に検

証されていた。 

 

２．研究の目的 

 冷却原子系を想定した量子系を用いて、緩和ダイナミクスの性質を理論的に調べる。特に、動

的スケーリング則に注目して、その普遍的な性質を探索することを目的とした。 

 

３．研究の方法 

 冷却原子系で実現している量子系として、多成分 Bose-Einstein 凝縮体、1次元 Bose-Hubbard

系などがある。本研究ではこれらを記述する理論モデルを用いて、その緩和ダイナミクスを粗視

化ダイナミクス、界面粗さ成長、共鳴現象の視点から理論的に調べる。 

 

４．研究成果 

 

(1) ２成分 Bose-Einstein 凝縮体における粗視化ダイナミクス 

 名古屋大学の川口由紀准教授、お茶の水大学の工藤和恵准教授と共同で、粒子数差のある 2成

分 Bose-Einstein 凝縮体における粗視化ダイナミクスを 2成分 Gross-Pitaevskii 方程式に基づ

いて、理論的に研究した。このシステムでは 2成分が混合した状態から時間発展すると、相分離

現象が生じて、ドメイン成長を示す。図 1が数値計算で得た 2つ目の成分の粒子数分布の時間変

化を表しており、オレンジ色のドメイン構造が時間と共に成長していることがわかる。本研究で

は、このダイナミクスにおける巨視的波動関数の相関関数に動的スケーリング則が現れること

を数値的に発見した。さらに、相関長が冪的成長を示すことに加えて、その冪指数が時間ととも

に変化する機構を理論的に提案した。本研究成果は論文[Physical Review A 101,023608 (2020)]

として発表した。 

 

(2) 反強磁性 Spinor Bose-Einstein 凝縮体における磁気ソリトン 

 2019 年の論文[Physics Review Letters 122, 173001 (2019)]において、反強磁性相互作用す

る Spinor Bose-Einstein 凝縮体の緩和ダイナミクスでは、局所的に磁化した磁気ソリトンが重

要な役割をすることを我々は報告した。しかし、2019 年当時の時点では、そもそも磁気ソリト

ンが実験的に観測されていなかった。そこで、我々は東京大学の上田正仁教授、濱崎立資氏とと

もに Georgia Institute of Technologyの Chandra Raman 准教授が率いる実験グループと共同

研究を行い、磁気ソリトンの実験観測を行った。我々は解析・数値計算から予想されるソリトン

の移動速度、密度分布を実験結果と比較したところ、それらが良い一致を示すことが確認できた。

これは、反強磁性相互作用する Spinor Bose-Einstein 凝縮体の緩和ダイナミクスを理解する上

で重要な結果である。本研究成果は論文[Physical Review Letters 125,030402 (2020)]として

発表した。 
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FIG. 1. (Color online) (a) Schematic of the tuning protocol to adjust the particle-number imbalance parameter R. In the initial
state, only component 1 is condensed and there are tiny fluctuations on it due to the Bogoliubov vacuum (see the detail of
Sec. II B). At t = 0, we suddenly switch on the Rabi coupling ⌦(t), and a particle number of the component 2 then increases
in time. Just after R(t) reaches a specified value, we suddenly turn o↵ the coupling. The time evolution of ⌦(t) in the whole
process is depicted in the right side, which corresponds to Eq. (10). (b) Time evolution of R(t) for two specified values in
numerical calculations. The imbalance parameter rapidly grows during the early stage of the dynamics, and becomes constant
just after turning o↵ the Rabi coupling. (c,d) Snapshots of the density distributions ⇢2(r, t) = | 2(r, t)|2 for R = 0.25 (c) and
0.5 (d). Figures (c) and (d) exhibit that the circular droplet structures can survive for a longer time for smaller R. In (d),
composite vortices are denoted by solid arrows (see text).

responding to the Bogoliubov vacuum:

W ({↵j,k}) = A
Y

k

exp
⇣
�2|↵j,k|

2
⌘

(9)

with the normalization factor A.

C. Protocol for tuning the particle-number
imbalance

We study how the particle-number imbalance a↵ects
the dynamical scaling behavior of a segregating binary
mixture in the immiscible parameter regime. For this
purpose, we use a protocol to tune R as shown in
Fig. 1(a), where the Rabi coupling is used to adjust the
imbalance parameter R. Our work assumes the coupling
⌦(t) is given by

⌦(t) =
1

⌧
✓(⌧hold � t)✓(t) (10)

with the holding time ⌧hold, the characteristic time ⌧ =
~/µ, and the step function ✓(x). Under the tuning proto-
col, the total particle number Ntot = N1+N2 is conserved
in time, and we can freely tune the parameter R as shown
in Fig. 1(b), where we show numerical results of Eqs. (1)
and (2) on how the imbalance parameter R changes in

time. This method has already been implemented in sev-
eral experiments for studying non-equilibrium phenom-
ena in binary BECs [69–71]. In this work, considering
only R < 1 in which the component 2 is minority, we
study relaxation dynamics, namely phase separation ki-
netics after the protocol.

D. Correlation function and dynamical scaling

Scale-invariant relaxation dynamics is well known to
be captured by several correlation functions [20–24].
To quantify what extent our system exhibits scale-
invariant properties, we introduce a correlation function
for  2(r, t):

C(r, t) =

⌧
1

S

Z

S
 ⇤

2(r + x, t) 2(x, t)dx

�

⌦

, (11)

where h· · · i⌦ denotes an average over the angle of r. The
correlation function C(r, t) takes only real values because
of the angle average (see Appendix A for the proof). We
define a correlation length L(t) as

C(L(t), t) = 0.5C(0, t). (12)

The length L(t) is a characteristic scale for the minor con-
densate and corresponds to a typical size of droplets gen-

図 1 2 成分 Gross-Pitaevskii 方程式の数値計算結果。2つ目の成分の 2次元密度分布の

時間変化を表している。左図から右図に向かって時間が経過している。[Physical Review 

A 101,023608 (2020)] 



 

 

 

(3) Spinor Bose-Einstein 凝縮体における Shapiro 共鳴 

 名古屋大学の川口由紀准教授、今枝祐哉氏と共同研究を行い、スピン自由度を持つ Spinor 

Bose-Einstein 凝縮体の振動外場に対する応答を理論的に研究した。先行研究では、空間的に強

く閉じ込められた空間自由度がない Spinor Bose-Einstein 凝縮体を用いて、2次 Zeeman項を振

動させることで Shapiro 共鳴が理論・実験的に

調べられていた。一方、一般的な状況では

Spinor Bose-Einstein 凝縮体は空間的に強く

閉じ込められておらず、その場合には空間自由

度を考慮しなければならない。我々は空間自由

度を含む 1 次元 Spinor Gross-Pitaevskii 方程

式を用いて、Shapiro 共鳴を調べた。まず、方

程式の線形近似を行い、Floquet 理論に基づい

て共鳴点、共鳴幅を解析・数値的に調べた。さ

らに、Gross-Pitaevskii 方程式を数値計算する

ことで、線形近似では取り扱えない領域を調

べ、共鳴後の非平衡ダイナミクスを調べた。図

2 がその数値計算結果であり、初期ダイナミク

スで共鳴により特徴的な縞模様のスピン構造

が形成されたあと、乱れた状態へと変化する様

子を表している。本研究成果は論文[Physics 

Review Research 3,043090 (2021)]として発表

した。 

 

 

(4) 孤立 1次元量子系における界面粗さ成長 

 古典統計力学において、1次元界面成長の非平衡現象には系の詳細に依存しない普遍的な性質

があることが明らかにされてきた。代表的な理論モデルが Kardar-Parisi-Zhang方程式であり、

成長する界面の非平衡揺らぎに普遍的な動的スケーリング則が現れる。特に、界面の 2次キュム

ラントに対応する界面粗さの動的スケーリング則は Family-Vicsek スケーリング則と呼ばれて

おり、古典系を舞台として精力的に研究されてきた。 

このような背景のもと、名古屋大学の川口由紀准教授、理研の濱崎立資氏と共同で我々は 1次元

Bose 粒子系と 1 次元 Fermi 粒子系を用いて、Family-Vicsek スケーリング則の有無を理論的に

調べた。本研究のアイデアは、1次元界面成長モデルと揺らぐ 1 次元流体力学との対応関係を 1

次元量子系に拡張した点にある。これにより、界面高さに対応する演算子を１次元 Bose 粒子系

と１次元 Fermi 粒子系に導入することができ、その 2 次キュムランで 1 次元量子系の界面粗さ

を定義することが可能となった。我々は 1次元 Bose-Hubbard模型の数値計算を中心に行い、１

次元量子系の界面粗さが Family-

Vicsekスケーリング則を示すことを明

らかにした。図 3 が対応する界面粗さ

の数値計算結果である。さらに、我々

は 1 次元自由 Fermi 粒子系にランダム

ポテンシャルを加えた系を考え、

Anderson局在が Family-Vicsekスケー

リング則に与える影響を調べた。この

研究を通して、量子系の界面粗さとエ

ンタングルメント・エントロピーに関

係があることを数値・解析的に明らか

にした。本研究成果は論文[Physical 

Review Letters 124, 210604 (2020), 

Physical Review Letters 127, 

090601 (2021)]として発表した。 
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FIG. 3. Floquet-Lyapunov exponents at h̄! = 2Ek/J with J = 1,
2, and 3 as functions of kξ , where the dotted curves show the
numerical results and the solid curves depict Eqs. (53)–(55). The
parameters are (q0, qosc, c1ρ̄) = (0.5, 0.3, +1/20)c0ρ̄. The analyti-
cal results well reproduce the numerical ones, in particular, at the
large wave numbers.

where Rm,l (x) (l = 1, 2) is a uniform random number
in [0,1]. We choose the parameters as (q0, qosc, h̄!) =
(0.5c0ρ̄, 0.39c0ρ̄, 2Ekres ) with kres = 10 × 2π/Lx. According
to Eq. (46), ! is the resonance frequency of J = 1, and the
spin waves with the wavelength Lx/10 will grow. The inter-
action parameters are set to be c1/c0 = 1/20 and −1/20 for
AFM and FM BECs, respectively.

In Fig. 4, we plot the time evolution of the spin density
fx(x, t ) which is expected to grow as eλFLt within the linear
analysis. Figures 4(a) and 4(b) show the spatial and tempo-
ral distributions of fx(x, t ) for the AFM and FM systems,
respectively. As expected from the linear analysis, the spin
waves with wavelength Lx/10 grow in the early stage (see
the enlarged views in Fig. 4). In the late stage (t/τ ! 1500),
fx(x, t ) in the AFM system exhibits finer structure than that in
the FM system. This can be seen more clearly in k space.

Figure 5 shows the dynamics in k space. Here, we
define the Fourier components in the 1D system as
Ã(k) ≡ 1

Lx

∫ Lx

0 A(x)e−ikxdx and plot | f̃x(k, t )|2 averaged over
1000 samples of random initial states given by Eq. (56).
Figures 5(a1) and 5(a2) show the time evolution of
| f̃x(kres, t )|2 for the AFM and FM systems, respectively, where
the dashed lines are the analytical result e2λFLt with λFL
given in Eq. (53). One can clearly see that, for both cases,
| f̃x(kres, t )|2 in the early stage agrees well with the linear
analysis.

The linear analysis breaks down in the long-time dynamics,
and | f̃x(kres, t )|2 in Figs. 5(a1) and 5(a2) deviates from the
exponential growth. The breakdown of the linear analysis is
also seen in the k dependence of | f̃x(k, t )|2 shown in Fig. 5(b),
where the results for AFM (FM) systems are shown with open
(filled) circles. As one can see, in addition to the main peak
at k = kres, small peaks appear around odd multiples of kres
at t/τ = 400. They are consequences of the nonlinear effect,
as mentioned in the next subsection. As time evolves, these
peaks become broader, and | f̃x(k, t )|2 eventually distributes

FIG. 4. Time evolution of spin density fx in (a) antiferromag-
netic (AFM) and (b) ferromagnetic (FM) systems, for which we
use the spin-dependent interactions c1/c0 = 1/20 and −1/20, re-
spectively. The parameters for the QZ terms are (q0, qosc, h̄!) =
(0.5c0ρ̄, 0.39c0ρ̄, 2Ekres ). The insets show the enlarged view of the
early and late stages. The spin density in the AFM system tends to
have finer structure than that in the FM one. The growing speed of fx

in the AFM system is slightly slower than that in the FM one because
λFL of the former is smaller than that of the latter.

in the wide range of k. Figure 5(b) directly shows that the
sign of c1 significantly alters the late dynamics especially at
t/τ ! 680: The spectra of the AFM system have larger values
in the high wave number region than those of the FM system.
This is consistent with the real space configuration of fx(x, t )
in Fig. 4.

B. Excitations beyond linear analysis

We discuss nonlinear effects not captured under the linear
analysis by considering nonlinear terms of the hydrodynamic
variables. Here, we first focus on fz and nzz, which are never
resonant under the linear analysis.

043090-7

図 2 Spinor Gross-Pitaevskii 方程式の数

値計算結果。スピン密度ベクトルの x 成分

の 2次元密度分布の時間変化を表している。

[Physics Review Research 3,043090 

(2021)] 

図 3 1 次元 Hard-core boson モデルにおける界面粗

さの時間発展。挿入図がリスケールする前のデータ

であり、メインの図では縦軸・横軸をシステムサイ

ズのべき乗でリスケールしている。リスケール後の

色の異なる曲線がひとつの曲線に重なっている。こ

れが Family-Vicsek スケーリング則である。

[Physical Review Letters 124, 210604 (2020)] 
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(5) 開放 1 次元量子系における界面粗さ成長 

 上記(4)の研究は環境との相互作用がない孤立量子系を研究対象としていた。しかし、実際の

実験系を考えると、環境との相互作用は必ずしも無視できるとは限らない。そこで、我々は名古

屋大学の川口由紀准教授、理研の濱崎立資氏と共同で環境との相互作用により生じる散逸が

Family-Vicsek スケーリング則の性質、有無にどのような影響を与えるかを理論的に研究した。

用いた理論モデルは、Gorini–Kossakowski–Sudarshan–Lindblad 方程式であり、そのハミルトニ

アンは 1次元格子上の自由 Bose 粒子系と自由 Fermion 粒子系を採用した。散逸を記述するジャ

ンプ演算子は、位相緩和、インコヒーレント対称ホッピングなどを用いた。数値的に Gorini–

Kossakowski–Sudarshan–Lindblad 方程式を解くことで、Family-Vicsek スケーリング則が開放量

子系においても現れる場合があることを発見した。図 4がその結果であり、1次元格子上の自由

Bose粒子系と自由 Fermi粒子系に位相緩和を加えた Lindblad方程式における界面粗さの数値計

算結果を示しており、Family-Vicsek スケーリング則が現れていることがわかる。一方、このよ

うな散逸を加えると、スケーリング則を特徴づけるスケーリング指数が著しく変化することを

数値的に発見した。我々は微分方程式に対するくりこみ群解析を行うことで、この変化を解析的

に説明した。本研究成果は論文[Physical Review Letters 129, 110403 (2022)]として発表し

た。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4 位相緩和を含む 1 次元格子上の自由 Fermi 粒子系(左図)と自由 Bose 粒子系(右

図)における界面粗さの時間発展。挿入図がリスケールする前のデータであり、メイ

ンの図では縦軸・横軸をシステムサイズの冪乗でリスケールしている。[Physical 

Review Letters 129, 110403 (2022)] 
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