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研究成果の概要（和文）：高頻度データの表現モデルの一つである非正規確率微分方程式モデルを対象とし, 幅
広い駆動ノイズクラスへ統一的に適用できる統計手法の構築を主眼に研究を行なった. 具体的には, 主に, モデ
ルの誤特定を考慮した, 正規型擬似最尤推定量の漸近分布を近似するためのブロック型のブートストラップ手法
を構築した. また, 対数周辺正規型擬似尤度の展開に基づくBIC型のモデル選択規準を導出し, その性質を明ら
かとした. 

研究成果の概要（英文）：We have conducted research on non-Gaussian stochastic differential equation 
models, which are one of the candidate models for describing high-frequency data. We focus on the 
construction of statistical methods which can be applied to a wide range of driving noise classes in
 a unified manner. Specifically, we developed a block bootstrap method to approximate the asymptotic
 distribution of the Gaussian quasi maximum likelihood estimator, taking into account the model 
misspecification. We also derived a BIC-type model selection criterion based on the expansion of the
 log marginal Gaussian quasi likelihood and clarified its properties. 

研究分野： 統計学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非正規確率微分方程式モデルは, 駆動ノイズの分布特性の豊富さから高い表現力を持っているものの, その微小
時間挙動の複雑さが問題となっていた. 本研究により, 広範の非正規確率微分方程式モデルのクラスへ適用可能
な統計手法が得られたことで, 高頻度データ解析の発展に寄与すると考えられる.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 観測技術やコンピュータの発展により, 大規模なデータを取得出来るようになった現代社会
において, 特に高頻度で観測される時系列データ (高頻度データ) からの情報抽出が重要となっ
ている. 時系列データに広く見られる非正規性を考慮した非正規確率過程により駆動される非
正規確率微分方程式モデルは, 高頻度データの背後にある時間発展現象の候補記述モデルの一
つである. 当該モデルは連続時間モデルの一種であり, 連続時間軸を考えることで, 観測の高頻
度性を取り入れた統計理論構築が可能である.  
 
(2) 本研究で着目したのは, 非正規確率過程の一つであり, 独立定常増分性を有するレヴィ過程
である. 本確率過程は, ポアソン分布やガンマ分布など幅広い分布を含む無限分解可能分布と
一対一の対応をもつ. また, 対応する分布に応じて, サンプルパスのジャンプの様相が異なるた
め, 時系列データの多様な分布特性や挙動の表現に富んでいる. 一方で, その微小時間挙動は多
岐に渡ることから, 広範の非正規確率微分方程式モデルのクラスへ統一的に適用できる統計手
法は, 一部のパラメータ推定に関する結果を除き乏しいという問題点があった.  
 
２．研究の目的 
本研究では, 高頻度観測を想定し, 広範の非正規確率微分方程式モデルに対して, 統一的に適用
できる 
(1) モデル誤特定のリスクの下での統計手法の確立  
(2) 統計モデルを定量的に評価するモデル選択規準の構築 
とその実装を目的とし研究を行なった. 
 
 
３．研究の方法 
非正規確率微分方程式からの高頻度観測を想定する.また,観測時刻が発散するエルゴード的な
枠組みを取り扱う.こうした条件下で,非正規確率微分方程式モデルの係数内のパラメータ推定
を行う方法として,平均構造と分散構造のみに着目する正規型擬似最尤推定法がある.本手法は,
係数の誤特定下においても真のモデルに正規型擬似尤度の意味で近くなるようなパラメータを
推定でき,その漸近正規性や裾確率評価が与えられている.しかし,係数誤特定下では,既存の漸
近分散の推定量が機能しないため,信頼区間構築や統計的仮設検定が理論的に困難であった.本
研究では,以下の方法で研究を進める. 
 
(1) リサンプリングやサブサンプリングの手法を用いて,係数誤特定下における正規型擬似最尤

推定量の漸近分布の近似量を与え,その理論的性質や数値的パフォーマンスを確認する 
 

(2) 正規型擬似尤度に基づく周辺対数擬似尤度の近似を与えることで,BIC 型の情報量規準を導
出し,モデル選択の一致性等を調べる. 

 
 
４．研究成果 
本研究では主に以下の結果を得た.これらの成果は国内外の研究集会で発表しており,(1)-(2)の
成果は国際雑誌に採択され,(3)の成果は投稿準備中である. 
 
(1) 係数誤特定の下での正規型擬似最尤推定量の漸近分布の近似のため,ブロック型の重み付き

ブートストラップ法を考案した.具体的には,擬似スコア関数をブロック和へ分割し,それぞ
れに確率的な重みを課すことで,ブートストラップ擬似スコア関数を構築し,これに基づく
推定量により漸近分布を近似するものであり,データで条件付けたブートストラップ分布と
漸近分布の収束を理論的に示した.また,正規型擬似最尤推定法は,駆動ノイズが正規性をも
つウィーナー過程の場合(すなわちモデルが拡散過程の場合)とそうでない場合で収束レー
トが異なるという特徴があった.これに対して,収束レートを補正するデータのみで構築で
きる統計量を提案することで,係数の誤特定および駆動確率過程の正規・非正規を問わず統
一的に正規型擬似最尤推定量の漸近分布の近似が可能となった.拡散過程においても,係数
誤特定下での漸近分布の近似手法は提案されておらず,その点でも新規性を有する.なお,本
成果は Annals of the Institute of Statistical Mathematics に採択されている(参考文献
[1]). 
 

(2) 駆動確率過程が非正規レヴィ過程である場合,ジャンプ項の係数内のパラメータに関する正
規型擬似尤度関数のスコア関数をスケーリングする必要が生じる.そのため,周辺対数擬似
尤度の展開を直接行うことは出来なかったものの,ドリフト項とジャンプ項との微小時間挙



動の差異を利用した段階型の周辺対数擬似尤度についての展開(ラプラス近似)が可能であ
ることを示した.これにより,複数の非正規確率微分方程式モデルの係数を選択する定量的
な BIC 型の情報量規準規準を得ることができた.また,本規準が従来の BIC と同じく,サンプ
ルサイズが大きくなるにつれ真のモデルを選択する確率が 1 に収束するというモデル選択
の一致性を有していることも明らかとした.なお本成果は,Scandinavian Journal of 
Statistics に採択されており(参考文献[2]),統計言語 Rにおける YUIMA パッケージ内に実
装されている IC 関数で利用可能である. 
 

(3) (2)に関連し,特に飛躍型拡散過程のモデル選択問題に取り組んだ.当該モデルは,駆動ノイ
ズは複合ポアソン過程で限定的ではあるものの,保険数理等広く応用されている重要な非正
規確率微分方程式モデルのクラスである. この飛躍型拡散過程は, ジャンプ回数で特徴付け
ることにより, 尤度関数を構成する推移密度関数を級数表現することができる. この表現を
用いて, 期待対数尤度の展開に基づく AIC 型の情報量規準の導出を試みた. 推移密度の評価
では, マリアヴァン解析や stochastic flow の理論を用いたが, ドリフト係数の有界性の有
無により大きく状況が異なることが明らかとなった. ドリフト係数の有界性を仮定すれば
上述のAIC型の情報量規準の導出はできたものの, その仮定を解消することが課題として残
った. 一方で数値実験においては, 係数の有界性問わず概ね良好な結果が確認できている. 
現段階までの成果をまとめた論文を現在執筆し, 国際雑誌へ投稿予定である. 
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