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研究成果の概要（和文）：本研究期間では、悪条件の最小二乗問題の前処理行列を提案した。提案した前処理行
列は最小二乗問題の正規方程式の係数行列のQR分解を用いた前処理行列である。この前処理行列は、丸め誤差が
なければ機能はしない。しかし、悪条件の際は丸め誤差により前処理行列となることを数値的に示した。
関連する研究として、疎な連立一次方程式の精度保証付き数値計算を開発した。その講演に対して、日本応用数
理学会 2019年度若手優秀講演賞を受賞した。また、疎な最小二乗問題の精度保証付き数値計算法の提案を行っ
た。この発表に対して、JSST 2019 Outstanding Presentation Awardを受賞した。

研究成果の概要（英文）：In this research period, a preconditioner for ill-conditioned least squares 
problem was proposed. The proposed preconditioner uses the QR decomposition of the coefficient 
matrix of the normal equation of the least squares problem. This preconditioner does not work 
without rounding errors. However, it is shown numerically that it becomes a preconditioner due to 
rounding errors.

In a related work, verification methods for sparse non-symmetric linear systems have been proposed. 
The presentation received the JSIAM 2019 Young Scientist Outstanding Presentation Award was 
received. A verification method for sparse least squares problems was proposed and received the JSST
 2019 Outstanding Presentation Award.

研究分野：精度保証付き数値計算
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
疎な連立一次方程式の精度保証付き数値計算は精度保証付き数値計算における重要な課題として認識されてい
る、LU分解を用いた疎な連立一次方程式の精度保証付き数値計算は多くの問題に適用ができる可能性があり、精
度保証付き数値計算の実応用に貢献したと考えられる。また、前処理行列に関しては丸め誤差を行列近似として
捉えることにより、新しい前処理行列を構成できることを示した。ただし、行列が悪条件であることが必要とな
る。そのため、すべての問題に適用できるわけではないので、社会的な意義は大きくない。しかし、悪条件を考
える際に新しい方向性を示した、という意味では学術的な価値があると考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
本研究では悪条件の連立一次方程式を対象とし、その前処理行列がどのような性質を持つな
らば条件数を下げる効果があるのかを議論する。悪条件問題は数値計算として非常に厄介であ
り，忌避されてきた。また、GPUと呼ばれる安価で高速なプロセッサが身近に使用できる環境
が普及してきており、GPUは単精度浮動小数点数演算および半精度浮動小数点数演算が非常に
高速であり，これらの演算を使用した数値計算技術の発展が今後、予想されていた。更に単精度
や半精度では、悪条件と呼ばれていなかった行列が悪条件行列となってしまう。本研究ではこの
問題に対し、どのような性質を持つならば条件数を下げる効果があるのかを議論する。 
 
２．研究の目的 
 
本研究課題では、悪条件の連立一次方程式に対して、前処理行列の条件数を下げる効果について
理論的に解析する方法を開発する。特に前処理行列がどのような条件を満たしていれば条件数
を下げる効果を持つのかに焦点を当てて研究を行う。この条件をもとに前処理行列や数値線形
代数のアルゴリズムの構成方法に関する研究を推進する。 
 
 
３．研究の方法 
研究計画調書に記載したように研究期間内に以下の内容を明らかにするように研究を実施し
てきた。 
 
a)悪条件問題に対して，前処理行列がどのような性質を持てば条件数を下げる効果を持つのか
の理論的な解析 
b)理論的な解析結果に基づいた前処理行列の構築方法および修正方法の提案 
c)破綻した Cholesky 分解および破綻した不完全 Cholesky 分解の修正方法の提案 
 
研究計画当初は a)b)c)という順番で進めていけば順当に研究が進むだろうと予想していたが、
実際には逆の順番となってしまった、具体的には c)の代わりに悪条件で密な縦長行列向けの前
処理行列を提案し、数値実験を通じて b)の前処理行列の安定化方法を検討し、それらがどうし
て前処理行列として機能するのかを a)の理論的に検討するという手順で実施することになった。 
 
４．研究成果 
 
1) 悪条件で密な縦長行列向けの前処理行列の開発 
 
≫ であるような悪条件で密な縦長行列 ∈ × に対する前処理行列を開発した。提案手法
は ( )の QR分解の Rを前処理行列として使用する。ただし、そのままでは性能が安定しない
ので、Rの一部の値を変更することで安定化を図った。特異値分布(mode=3,5)によっては密な縦
長行列の代表的な前処理行列であるシフト付きコレスキー分解に劣る。また、良条件の際はすべ
ての特異値分布で前処理行列として機能しない。しかし、特異値分布(mode=1,2,4)の場合で悪条
件の際にはシフト付きコレスキー分解よりも性能が高いことが分かった。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 1. シフト付きコレスキー分解の 

前処理性能 

図 2. 安定化処理をした 

提案手法の前処理性能 



また、この悪条件の際に前処理として機能をするという現象を説明するために、丸め誤差を行
列の近似とモデル化し、ある閾値以下の特異値の小さい成分をカットした近似行列 を使って
′ ′を考え、その閾値の二乗だけ固有値をシフトした行列の QR 分解の Rがどのような前処理性
能を持つかを誤差のないシンボリック計算と理論の面から検討した。図 2.と図 3.から分かるよ
うに、数値実験とほぼ同様の前処理性能が得られた。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2) 非対称疎行列を係数とする連立一次方程式に対する精度保証付き数値計算とその応用 
連立一次方程式 = の係数行列が非対称疎行列の場合についての精度保証付き数値計算に
ついて検討を行った。精度保証付き数値計算法において、密行列の場合は、近似逆行列を用いる
方法が一般的であるが、図 4.のように疎行列ではなくなり、実用的ではない。また、 =
と変形し、コレスキー分解を用いて精度保証付き数値計算を行う方法も考えられるが条件数が
二乗になり適用できる問題が少なくなる。そこで疎行列向けの LU 分解を用いて、三角行列の逆
行列は多くの場合はまだ疎行列であるという実験的な事実を利用して、 への前処理方法を提案
し、その精度保証付き数値計算法を提案した。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
この方法により問題によっては大規模な問題も解けるようになった。また、この方法の応用とし
て、疎な最小二乗問題の精度保証付き数値計算法を提案した。 
 

図 3. 閾値を モデル化した行列を用いた前処理性能 

図 4. の density 図 5. の density 
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