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研究成果の概要（和文）：(1) 坂根-小磯のKaehler-Einstein計量構成法を，中川泰宏氏と共同で，Ricci solitonが出
現する二木障害が消えない場合にまで一般化し，この場合にはEinstein佐々木計量が得られることを示した．(2) 複素
射影平面の３点blowing-up上のKaehler-Einstein計量を，漸近展開を用いて具体的に詳しく記述した．(3) Donaldson-
Tian-Yau予想に関し i) 漸近相対Chow安定の仮定の下にpolybalanced計量の漸近列が存在することを示し, ii) 新田泰
文氏と共同で，相対強K-安定性から漸近相対Chow安定性が従うことを示した．

研究成果の概要（英文）：(1) In a joint work (Tohoku Math. J., 65, 2013, 243-252) with Y. Nakagawa, we gene
ralized Sakane-Koiso's construction of Kaehler-Einstein metrics to the Kaehler-Ricci soliton case where th
e Futaki invariant is non-vanishing. In this case, we obtain Sasaki-Einstein metrics in place of Kaehler-E
instein metrics.
(2) For the Kaehler-Einstein metric on the blowing-up of the complex projective plane at 3 non-colinear po
ints, its detailed description was obtained by asymptotic expansion of the solution of a hyperbolic affine
 sphere equation on a bounded domain in the real 2-plane (AMS/IP Stud. Adv. Math. 48, 219-229).
(3) As to the Donaldson-Tian-Yau Conjecture, we proved: i)  Asymptotic relative Chow stability implies the
 existence of a sequence of polybalanced metrics (Osaka J. Math. 48, 2011, 845-856); ii) strong relative K
-stability implies asymptotic relative Chow stability (joint work with Y.Nitta).
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１．研究開始当初の背景 
 Kähler幾何における Ricci soliton（Kähler-Ricci 
solitonとよばれる）とは，Kähler-Ricci flow の 
極限にしばしば現れる計量で Hamilton によって
Kähler-Einstein計量の一般化として導入された．
例としては，Kähler-Einstein計量をもつ Fano多
様体上の P1-bundle に構成される小磯ソリトンが
知られている．一方 Fano 多様体をひとつ固定し
た場合の Ricci solitonの正則自己同型群の作用を
法とする一意性は，Tian-Zhu によるものの他に，
別の枠組みからの研究代表者の研究もある． 
 さて，この Ricci solitonは，二重の意味で，最近
脚光を浴びている．ひとつは Perelman によるポ
アンカレ予想の解決で，彼の用いた方法が現在，
複素幾何に計り知れないインパクトを与えつつあ
り，Cao, Tian-Chen-Zhu-Sesum, Phong-Song- 
Sturm-Weinkove らを含め多くの幾何学者が活発
な研究を展開している．実際この方向からの研究
は，近年の複素幾何では最も有望なもののひとつ
に挙げられている． 
 別の重要な流れは，toric 幾何と Kähler-Ricci 
solitonとの関係で，近年Wang-Zhuが toric Fano
多様体上で Kähler-Ricci soliton の存在を示した
ことから始まった．一方，数理物理学的考察から，
佐々木多様体の組織的研究がGauntlett-Martelli- 
Sparks-Yau らによって始まったが，その後二木-
小野-Wang が Wang-Zhu の方法を用いて toric
佐々木多様体に対し Kähler-Ricci soliton の存在
を示した（これは Reeb ベクトル場をうまく取り
替えてやると Einstein 佐々木多様体と思うこと
が出来る）．さらに Calabi の結果のある種の一般
化として，二木（およびその後の後藤の結果）に
よって，toric Fano 多様体の標準束に Ricci-flat 
Kähler計量が入ること知られるようになった．と
ころで Einstein 佐々木多様体は，Calabi-Yau 多
様体と同じく数理物理学的に非常に基本的な対象
で，Ads/CFT対応に関する種々の予想がある． 
 こうした Ricci soliton に関する研究は，Ricci 
flow と toric 幾何の二つの方向にかなり乖離して
いる観があったが，これを何らかの意味で統合し
て，Ricci solitonについては toric幾何から独立し
た理論を展開するのが望ましいと思われる． 
 
２．研究の目的 
 上記の背景から，Kähler-Ricci solitonに関する
以下を研究目的のひとつとして設定した． 
 
(1) 二木-小野-Wang が toric 幾何の立場から得た
結果を，より広い枠組み，すなわち Kähler-Ricci  
solitonをもつ一般の Fano多様体に対する結果と
して再構成する． 
 
 一方，複素射影平面の３点 blowing-up 上に
Kähler-Einstein 計量が存在することが Siu らに
よって知られている．次も目的のひとつである． 
 
 (2) この計量を explicit に記述する． 
 
実は (2) については，例えば複素射影平面の３点
blowing-upにはいるKähler-Einstein計量を求め

る方程式が，ある具体的な実２次元の有界領域上
でディリクレ条件を与えて実モンジュ=アンペー
ル方程式を解くことに帰着される．この方程式の
解は，境界のフビニ=ピック不変量から具体的に求
まるのであるが，この方法のさらなる発展と精密
化に取り組んだ．最後に 
 
(3) 複素微分幾何の中では中心的な話題である
Donaldson-Tian-Yau予想 
 
についても Ricci soliton等の特殊計量に深く関連
した問題としてその理解と解決を目指した． 
 
３．研究の方法 
 
 研究チーム（研究代表者，研究分担者，連携研究
者）を中心として，Ricci flow, Kähler-Ricci soliton, 
toric 幾何，AdS/CFT 対応等に関する勉強会を繰
り返し開き，知見を深めるとともに問題を煮詰め，
研究目的達成への道筋を確立した．  
 一方では，菅平での国際複素幾何シンポジウムや
PRCGC（環太平洋複素幾何シンポジウム）を年に
一度開催することによって，国際的な発表や情報
交換の場を設けるとともにレビューを受けた． 
 
４．研究成果 
 
 研究目的の項目(1)に関連して，研究分担者の中
川泰宏氏（佐賀大）と共同で，「Kähler-Einstein  
Fano 多様体上の P1-bundle における坂根-小磯に
よる Kähler-Einstein 計量の構成法」を，二木障
害が消えない場合，すなわち Kähler-Ricci soliton
が出現する場合においても「Einstein佐々木計量
が得られる」という形で一般化した．この結果は，
下記雑誌論文の[1]として出版された． 
 次に，研究目的の項目(2)については，対応する
有界領域の hyperbolic affine sphere の方程式の
類似物を通して，境界に沿う漸近展開をかなり精
密に具体的に求めることが出来た．この結果は下
記の図書の[1]として出版された． 
 最後に，研究目的の項目(3)についての諸結果を
述べよう．まず下記雑誌論文の[4]を得た．これは，
偏極射影代数多様体において，漸近相対 Chow安
定性の仮定の下に，polybalanced計量の漸近列の
存在を示したもので，Donaldson-Tian-Yau 予想
の extremal Kähler版を考える上でかなり有用で
あると思われる．さらに Donaldson-二木不変量を
テスト配位のモジュライ空間のコンパクト化上の
関数にまで拡張した： 
 
T.Mabuchi: The Donaldson-Futaki invariant for 
sequences of test configurations,  
arXiv:1307.1957. 
 
この論文は Birkhäuser から今年出版される小林
追悼記念号に掲載される予定である．さらに，新
田泰文氏（東工大）との共同研究 
 
T.Mabuchi and T.Nitta: Strong K-stability and 
asymptotic Chow-stability,  arXiv:1307.1959 



において偏極射影代数多様体の相対強 K-安定性
から漸近相対 Chow安定性が従うことを示したが，
これは現在査読中である． 
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