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研究成果の概要（和文）：フックス型線形常微分方程式の接続問題，解の表示などを一般的に解

析する理論を構築して新たな具体的結果を得た．さらに不確定特異点を含む場合への拡張を与

えた．また，ポアソン変換などの積分変換へ微分方程式の結果を応用した． 
 
研究成果の概要（英文）：We established a general theory which analyzes the connection 
problem, the expression of solutions etc. of Fuchsian linear ordinary differential 
equations and got many new explicit results. We also gave a similar study for the 
equations which may have irregular singularities. Moreover we applied some results to 
problems in an integral geometry including Poisson transformations. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 研究代表者が行ってきた半単純対称空間
上の調和解析において，群作用で不変な微分
方程式系の理論は極めて有効であった．この
微分方程式を拡張した Heckman-Opdamの超幾
何系の方程式や Gelfand の超幾何，完全積分
可能量子系の解析などの研究が世界的に進
展していた． 
 
(2) 線形の Fuchs 型常微分方程式について，
Katz の middle convolution の理論を契機と
して，リジッドな 1 階方程式系の構造が明ら
かになり，その場合の解の積分表示やより一

般の場合の分類，あるいはモノドロミー不変
変形を通じてパンルベ方程式との関連が明
らかになりつつあった． 
 
(3) 研究代表者によるスカラー型一般化
Verma 加群の研究により，その零化イデアル
の生成元が具体的に構成され，様々な等質空
間上で微分方程式を用いた解析が可能にな
った． 
 
２．研究の目的 
(1) Heckman-Opdam 系などの多変数超幾何の
1 次元特異直線への制限は，リジッドなフッ
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クス型高階線形常微分方程式が現れること
が研究代表者らの研究で分かっていた．大域
的な問題を解くため，リジッドなフックス型
線形常微分方程式の接続問題を解くことを
主な目的として一般的な高階線形常微分の
解析を行い，その構造を明らかにする． 
 
(2) フックス型とは限らない線形常微分方
程式を扱うため，不確定特異点での解析や合
流操作を解析するとともに，不確定特異点の
分類を行う． 
 
(3) 一般 Verma加群の零化イデアルの生成元
を用いて，積分幾何における種々の積分変換
の像の特徴付けや表現論との関連を明らか
にする． 
 
３．研究の方法 
(1) 東京大学において，表現論セミナーと古
典解析セミナーを定期的に開催し，関連分野
の研究者を招いて最新の結果の講演や議論
を行って研究の方向を探った．さらに国内外
の研究集会に参加する，年に何度かワークシ
ョップを主催して，海外からの招聘研究者も
含めての国際的なレベルの研究交流を行う，
などを通じて研究を進展させた． 
 
(2) コンピュータを使った数式処理による
微分作用素の計算プログラムを開発し，多く
の複雑な計算をコンピュータで行うことに
より，理論を構築していった． 
 
４．研究成果 
(1) 1 階のフックス型常微分方程式系に対す
る Katz の middle convolution と横山の拡大
などの操作が同等であることを示した． 
従来あった２種類の別のアプローチの関

係が問題となっていたが，それらが本質的に
同じであることが分かり，両者が統一される
こととなった．また，固有値が重ならないな
どの条件があった横山の操作を一般化して
その制限を取り払った． 
 
(2) Heckman-Opdam の超幾何微分方程式につ
いて，その合流で得られる方程式の決定と不
確定特異点を含む無限遠でよい振る舞いを
する解の一意性，1 次元線形特異集合への制
限とそれを用いた接続公式の証明，別の実型
での接続公式などの結果を，連携研究者の示
野との共同研究で得た． 

 
(3) 多項式係数の単独高階線形常微分方程式
に対して，middle convolution にあたる概念
を拡張し，一般リーマンスキームを定義した．   
これを元に，フックス型の場合に，方程式の
構成，合流操作，隣接関係式，接続公式，モ
ノドロミーの既約性，多項式解の構造，解の

積分表示やべき級数表示に対し，一般的かつ
具体的結果を得て，スペクトル型による方程
式の分類と universal model の存在定理を示
した．特にリジッドなモノドロミー群が，み
かけの特異点を持たない単独高階線形微分
方程式の解空間に実現できることを示され，
Katz が提出していた未解決問題を解決した． 
 局所モノドロミー行列の固有値に重複度
があるが半単純な場合に，部分ロンスキー行
列を用いた接続係数の拡張を定義し，いくつ
かの場合にガンマ関数による明示公式を与
え，一般の場合の予想を与えた． 
 解空間のモノドロミー群が可約になる場
合の解析を主目的として，隣接関係式を用い
て重要な多項式を定義し，いくつかの場合に
それを計算した． 
またフックス型単独高階線形常微分方程

式の全体に，ある Kac-Moody ルート系のワイ
ル群が作用していることを示し，その軌道を
分類して性質を明らかにした． 
 
① フックス型方程式の分類では，アクセ

サリー・パラメータの個数を決めると，変換
では移り得ない有限個の型に帰着されるこ
とを示し，個数が少ない場合の分類表を与え
た．これはパンルベ型方程式の研究に多大な
影響を与え，東大の坂井や近畿大の鈴木の高
階パンルベ方程式の構成へとつながった． 
 
② リジッドな方程式の場合の接続公式は

ガンマ関数を使って具体的に与えることが
できた．これにより Heckman-Opdam の多変数
超幾何関数の接続公式の自然な証明を与え
た． 
 
③ アクセサリー・パラメータの個数を与

えたときの方程式型の分類結果や種々の積
分変換による方程式型の変換を得るコンピ
ュータのプログラムを作成して公開した． 
また，微分作用素が関わる計算や単独フッ

クス型方程式の既約性，接続公式，解の積分
表示などを計算して見やすく表示する数式
処理のプログラムを作成して公開した． 
http://akagi.ms.u-tokyo.ac.jp/ 
いくつかのリジッドな常微分方程式につ

いて知られていた解の接続公式や積分表示
などの公式集は必要なくなり，一般の場合に
も簡単なアルゴリズムで結果が得られるこ
ととなった． 
 
④ 主要結果の分かりやすい解説はレクチ

ャーノートとして公開し，より詳しい成果の
内容は，完全な証明をつけて日本数学会のメ
モアールの形で出版した． 
 
(4) フックス型とは限らないリーマン球面上
の代数的線形常微分方程式の一般論を構築



 

 

するため，不確定特異点の研究を行った．福
原の漸近展開やストークス現象の記述，フッ
クス関係式などの古典的理論の再構築を行
った．さらに，分岐を持たない不確定特異点
について，一般リーマンスキームを定義し，
フックス型の場合の変換を拡張した変換に
よる分類を行った．関連して，一般の対称
Kac-Moody ルート系のルートのワイル群軌道
の分類を行い，軌道の有限性定理を示した． 
 

(5) リーマン対称空間の種々の境界からのポ
アソン変換の像を微分方程式で特徴づける
問題は，40 年以上にわたって世界中で研究が
続けられてきたが，連携研究者の示野との共
同研究により，一般 Verma 加群の零化イデア
ルを具体的に求める方法によって，対称空間
の線形束の場合も含めて解決された． 
 
(6) 「線形代数の量子化」というアイデアで
半単純リー環の両側イデアルの具体的構成
を得ていたが，これがポアソン変換のみなら
ず，ラドン変換，Whittaker モデル，多変数
超幾何関数，ペンローズ変換などの種々の積
分幾何の問題を規定する微分方程式系を普
遍的に記述していることを明らかにした． 
また，グラスマンとは限らない一般旗多様

体上におけるラドン変換を定義し，さらに有
限体や有限集合上のラドン変換と深く関連
していることを明らかにした． 
 
(7) ガウスの超幾何関数についての基本的
公式やモノドロミーの既約条件について積
分等を用いない初等的証明を与えた． 
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