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研究成果の概要（和文）：閉曲面上の有限群作用(閉曲面上の Galois 被覆)全体を同時に扱う枠

組みをある種の函手として構成した。作用に対して定義される特性類(Mumford-Morita-Miller

類と Newton 類)を函手の自然変換して記述した。これらの特性類の間の関係を Riemann-Roch

型の公式として記述した。

研究成果の概要（英文）：We construct a functorial framework to deal with all finite
transformation groups on closed surfaces (Galois covers on closed surfaces) simultaneously.
Characteristic classes associated with such transformation groups, Mumford-Morita-Miller
classes and Newton classes, are shown to be natural transformations of functors. These
characteristic classes are shown to satisfy Riemann-Roch type formulae.
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１．研究開始当初の背景

離散群の有限次元線型表現が与えられると、
離散群の分類空間上に平坦束が定まる。分類
空間のコホモロジーは群のコホモロジーと
一致するので、平坦束の特性類は群のコホモ
ロジー類を定める。

平坦束の特性類は Cheeger-Chern-Simons 理
論に代表されるように、主に 2次特性類とし
て微分幾何・微分トポロジーにおいて研究さ
れていた。これは平坦束の 1 次特性類が実数

係数・複素数係数コホモロジーにおいて自明
であることが大きな理由である。

一方で整数係数コホモロジーにおいては、平
坦束の 1次特性類は一般には非自明な捩れ元
(torsion)となり、微分幾何・微分位相幾何
的な研究が難しい。しかしながら離散群のコ
ホモロジーへの応用には 1次特性類としての
扱いが不可欠であるということが本研究開
始の背景であった。
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２．研究の目的

本研究では離散群のコホモロジーとの関わ
りに焦点をしぼり、離散群の分類空間の平坦
束の 1 次特性類(Chern 類、Stiefel-Whitney
類、Euler 類など)の性質を明らかにすること、
得られた結果を具体的な群のコホモロジー
の計算・コホモロジー類の構成などに応用す
ることを目的とした。

３．研究の方法

本研究は具体的な離散群のコホモロジーへ
の応用を念頭においていることもあり、関連
する分野はリーマン面とそれらのモジュラ
イ空間、幾何学的群論、代数トポロジー、有
限群の表現論など多岐にわたる。そのため関
連する分野の国内外の研究者との情報交換
と議論を継続して行う必要があり、その一環
として研究打ち合わせと、研究発表を行うた
めに旅費を使用した。また具体的な離散群に
対して応用するためには、不変式の生成系や
巨大な行列の計算を扱う必要があり、その目
的および資料整理などのために計算機を購
入した。

４．研究成果

本研究は(i) 線型表現の特性類 (ii) 離散群の
線型表現の有限近似 (iii) 特性類に対する
Riemann-Roch 型の定理の 3つのテーマにわ
かれる。これまでに得られた主要な成果を述
べる。

(1) 有限群 G の閉曲面への作用(閉曲面上の
G をモノドロミー群とする Galois 被覆)
はトポロジー・関数論・代数幾何などに
またがる研究対象であり、多くの研究が
成されてきたが、全ての作用を同時に扱
うような枠組みはなかった。

本研究では、有限群 G の閉曲面への作用
の分岐データの集合のなす可換モノイド
を定義し、そのモノイドに Grothendieck
構成を適用することにより、有限生成ア
ーベル群に値をもつ Mackey 函手 B(G)
を構成した。B(G)は全ての作用を同時に
扱うような枠組みとなっている。更に
B(G)上に外部自己同型群 Out(G)の作用
と Adams 作用素と類似の作用素を持つ
ことを示した。

閉曲面の写像類群という離散群の有限部
分群は B(G)の元に対応しており、B(G)
の構成はテーマ(ii)に関する主要な成果

となっている。具体的な有限群 G に対し
て B(G)の構造を決定するのは今後の主
要な研究の課題である。

(2) ま た 群 作 用 か ら 定 ま る 特 性 類
((Mumford-森田-Miller 類とホモロジー
表現の Newton 類)が、B(G)を定義域とす
る Mackey 函手の自然変換として記述で
きることを示した。この結果により、群
作用の特性類が線型表現の特性類の「高
次化」であることがわかった。

さらに特性類のmod p還元が周期性を満
たすことを示した(雑誌論文②として出
版済み)。これは G が巡回群の場合の植村
毅氏の結果を任意の有限群に一般化した
ものである。これらがテーマ(i)の主要な
結果である。

(3) 最後にテーマ(iii)に関しては、B(G)の性
質 と Evens に よ る 線 型 表 現 の
Riemann-Roch 公 式 と Pappas 、 Ib
Madsen に よ る 整 数 係 数
Grothendieck-Riemann-Roch 定理を援
用することにより、有限群 G の閉曲面へ
の作用に付随する二種類の特性類((2)で
出てきた Mumford-Morita-Miller 類と
Newton 類)の関係を明らかにした(整数
係数あるいは素数 p に対する p 局所的な
Riemann-Roch 型の公式)。

ま た G が 有 限 巡 回 群 の 場 合 に は
Bernoulli 数の整数論的な性質を用いて、
より精密な公式をえている(研究代表者
と河澄響矢氏との共同研究として雑誌論
文⑨で出版済み)。

以上の成果を更に進展させること、とくに閉
曲面上の群作用の特性類の性質を、線型表現
の特性類の高次化の視点から明らかにする
ことは今後の課題である。また、これまでの
研究成果は主に 2次元の多様体の対称性に付
随するものだったが、これまでに得られた結
果を高次の多様体の対称性に拡張すること
も今後の研究テーマとして残される。
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