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研究成果の概要（和文）：フィンスラー構造や共形構造などの高次の幾何構造に付随する変分問
題を多面的に研究した結果，次の諸事実を証明した．１）リーマン球面から正曲率をもつ弱ケ
ーラー・フィンスラー多様体へのエネルギー最小な調和写像は，正則または反正則写像となる．
２）閉リーマン面から複素フィンスラー多様体への正則写像でない調和写像の特異集合は，有
限集合である．３）体積を保つ共形変形のもとで，正のスカラー曲率をもつアインシュタイン
計量は，全 Q 曲率の安定な臨界点である． 
 
研究成果の概要（英文）：Through a multidisciplinary research on variational problems 
associated with higher order geometric structures, such as Finsler structures and 
conformal structures, we prove the following. 1) Any energy minimizing harmonic map from 
the Riemann sphere into a weakly Kaehler Finsler manifold of positive curvature is either 
holomorphic or antiholomorphic.  2) The singular set of a nonholomorphic harmonic map 
from a compact Riemann surface into a complex Finsler manifold is a finite set.  3) Under 
volume preserving conformal variations of metrics, each Einstein metric of positive 
scalar curvature is a stable critical point of the total Q curvature. 
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１．研究開始当初の背景 
 微分幾何学の研究主題は，微分可能多様体
およびその上で定義される幾何構造である． 
このような幾何構造の多くは，微分可能多様
体の高階の接束あるいは高次のジェット束
の部分束への簡約として，統一的に定式化す

ることができる． 
 微分可能多様体の研究において，従来はリ
ーマン計量やエルミート計量など接束上の
内積として定義される計量構造が用いられ，
大きな成功を収めてきた．しかし，物理学や
生物学の問題においては，むしろノルムとし
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て定義されるフィンスラー計量が自然に現
れることが多い． 

 また数学の問題においても，多変数複素関
数論の研究で重要な役割を果たす小林計量
やカラテオドリー計量などは，従来のエルミ
ート計量ではなく，複素フィンスラー計量に
他ならない． 

 このようなフィンスラー計量は，実は２階
の接束上のリーマン計量を自然に定義し，こ
のリーマン計量を平行にし，かつ一般に捩率
をもつ標準接続を定める．この意味で，リー
マン計量は１次の幾何構造であるが，フィン
スラー計量は２次の幾何構造であると解釈
される． 

 同様に，共形構造や CR 構造も，自然に２
次のジェット束の簡約を定義し，標準的なカ
ルタン接続が対応することが知られており，
２次の幾何構造であると捉えることができ
る． 

 よって，これらの幾何構造は，従来の計量
構造よりも「高次の幾何構造」と理解するこ
とができる．とくに，１９７５年に証明され
た小林の定理によれば，「コンパクト複素多
様体上の正則ベクトル束が豊富であること
と，その双対束が負曲率な強擬凸複素フィン
スラー計量をもつことが同値である」ので，
正則ベクトル束の研究において，複素フィン
スラー計量は，エルミート計量よりも本質的
な研究手段であるといえる． 

 研究代表者は，この事実に着目して，閉リ
ーマン面から複素フィンスラー計量をもつ
複素多様体への写像に対して，適切なエネル
ギー汎関数を構成し，その臨界写像として
「調和写像」を定義した． 

 複素多様体の研究において，実 1 次元の可
微分曲線である測地線を用いた考察のみで
は不十分であり，１９８０年代に複素 1 次元
の正則曲線である複素測地線を用いる研究
が提唱されたが，一般に複素測地線の存在を
判定することは容易ではない．上記の調和写
像は，この複素測地線を変分問題の立場から 

一般化したもので，より緩い条件で存在が保
証されると期待される． 

 一方，２０世紀において共形構造に関する
中心的研究課題であった「山辺の問題」は，
１９９０年代後半に次のように拡張された． 

すなわち，リーマン曲率テンソルの共形変形
で不変でない部分が，スカウテンテンソルで
生成されることに着目し，スカウテンテンソ
ルの固有値の基本対称式の値が定数となる
リーマン計量を，リーマン計量の各共形類に
おいて求める問題へと一般化された．   

 研究代表者は，コンパクトで滑らかな多様
体上のリーマン計量のなす空間に対して，ス
カウテンテンソルの正規化された２乗可積
分ノルムが定義する汎関数（スカウテン汎関
数）の第１変分をもとめ，とくに定スカラー

曲率をもつ共形平坦なリーマン計量がこの
汎関数の臨界点となる場合について調べて
いた． 

 その研究の過程で，フィンスラー多様体へ
の調和写像や，スカウテン汎関数および一般
化された山辺問題の研究を，高次の幾何構造
に付随して定義された変分問題の研究と捉
え，それぞれの幾何構造に対して定まる標準
接続とその曲率から定義される不変量に着
目して，統合的に解析することが可能であり，
かつ有効であると確信するに至った． 

 

２．研究の目的 

 本研究の目的は，フィンスラー計量や共形
構造など，本質的に高階の接束上で定式化さ
れる幾何構造に付随して定義される変分問
題を，それぞれの幾何構造が内包する標準接
続とその曲率から定義される幾何学的不変
量に着目して，多面的かつ総合的に研究する
ことである． 

 その第一段階として，本研究課題ではとく
に 

（１） 閉リーマン面から複素フィンスラ
ー多様体への調和写像の存在と諸
相 

（２） 全 Q 曲率汎関数の臨界点の特徴づ
け 

の問題の解明を中心に，研究を行った． 

 

３．研究の方法 

 上記の研究課題に対する研究は，問題（１）
の複素フィンスラー多様体への調和写像の
研究については，東京理科大学の立川篤教授
の協力のもとに定期的にセミナーを開き，研
究を進めた． 

 とくに，下記の研究成果の③の部分は，汎
関数の最小解の研究に詳しい立川教授との
共同研究として得られたものである． 

 また，研究成果の①および②の部分につい
ては，エネルギー汎関数の第一変分や第二変
分の計算の検証に際して，複素フィンスラー
幾何の専門家である鹿児島大学の愛甲正教
授の協力を得た． 

 さらに，研究成果を公開するとともに，関
連する分野の最新結果に関する情報交換を
促進するため，国際研究集会「Workshop on 

Geometric Analysis, Sendai 2011」を，２０
１１年に開催した． 

 問題（２）の全 Q 曲率汎関数の研究につ
いては，日本にこの分野の研究者が少ないの
で，まず２００９年に，共形不変な微分作用
素と Q 曲率に関する研究の基礎から最新の
結果までを概観する研究集会「Workshop on 

Q-curvature in Conformal Geometry」を，
仏国・ブレスト大学の Ali Fardoun 教授およ
び Rachid Regbaoui 教授の協力の下に開催
した． 



 

 

 その後，この両教授と山形大学の上野慶介
講師と共同で研究を進め，下記の研究成果を
得た． 

 以上の問題と関連する研究課題として，２
次元球面の接束上のリーマン計量に関して，
仏国・ブレスト大学の Eric Loubeau 教授と
共同研究を行い，またスカウテン汎関数の変
分問題に関しては，ベルリン工科大学の Udo 

Simon 教授と共同研究を行った． 

 これら本研究課題で行った研究を総括し，
今後の研究を展望するため，研究最終年度の
２０１１年に国際研究集会「Workshop on 

Differential Geometry and Geometric 

Analysis」を開催した． 

 
４．研究成果 
 研究目的に挙げた問題（１）に関して，以
下の成果を得た． 

 ① 閉リーマン面から複素フィンスラー 
多様体への写像に対して，コーシー・リーマ
ン作用素を用いて適切なエネルギー汎関数
を定義し，その第一変分と第二変分を決定し
た． 

 ② 上記のエネルギー汎関数の臨界点と
して調和写像を定義し，その基本的性質を調
べた．また，第二変分公式を用いて，リーマ
ン球面から正曲率をもつ弱ケーラー・フィン
スラー多様体へのエネルギー最小な調和写
像は，正則あるいは反正則写像に限ることを
証明した． 

 ③ 上記のエネルギー汎関数は、ディリク

レ積分の一般化として定義されるエネルギー

汎関数とは一致しないため，汎関数として通

常の意味での凸性をもたない． 

 この難点に対して，このエネルギー汎関数

を実表示することにより，値域の複素フィン

スラー計量がケーラー条件をみたす場合に，

この二つの汎関数の臨界点は一致することを

証明した．これにより，臨界点となる調和写

像に対して，通常の方法でアプリオリ評価を

えることができることが分かった． 

 ④ 閉リーマン面から複素フィンスラー多

様体への写像に対して，閉リーマン面上の２

次微分が定義される．あたえられた写像が調

和写像であるとき，２次微分は正則２次微分

となることを証明した．この結果により，正

則写像でない調和写像の特異集合（コーシー

・リーマン作用素の零点となる集合）が有限

集合となることが導かれる． 

 また，問題（２）に関しては，次の成果を

得た． 

 ① コンパクトで滑らかな多様体上の全 

Q 曲率の変分問題を，とくにリーマン計量の

共形変形のもとで研究し，４次元の場合を除

き，体積を保つ共形変形のもとで全 Q 曲率

の臨界点となる計量は，全 Q 曲率が定数と

なるものに限ることを証明した． 

 ② 体積を保つ共形変形のもとで，正のス

カラー曲率をもつアインシュタイン計量は，

全 Q 曲率の安定な臨界点となる，すなわち

このような変形のもとで全Q 曲率の第２変

分は非負となることを証明した． 

 関連する研究課題として研究した，２次元

球面の接束上のリーマン計量に対しては，次

の成果を得た． 

 ２次元球面の単位接束は接束の部分多様体

として実現されるが，接束上のリーマン計量

の族で，この部分多様体上に正定曲率計量を

誘導し，ホップ写像が２次元球面の単位接束

の普遍被覆多様体である３次元球面から２次

元球面へのリーマンしずめこみとして実現さ

れるものが，自然な方法で構成できることを

証明した． 

 さらに，同様の結果が２次元双曲平面の接

束上のリーマン計量に対しても成り立つこと

を証明した． 

 また，スカウテン汎関数の臨界点の研究に

対しては，共形平坦なリーマン計量の中で，

定曲率計量がスカウテン汎関数の臨界点とし

て特徴づけられることを証明した． 
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