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研究成果の概要（和文）：グラフの距離構造と連結構造に関して研究し、とくに連結構造につい
て臨界的なグラフおよび両構造に関わるワイド直径について研究した。連結構造に関して臨界
的な 5-連結グラフの次数 5 の頂点の分布を確定し、その平均次数に関して最良の評価を得るこ
とに成功した。また、連結構造に関して臨界的な 6-連結グラフの構造に関して新しい知見を得
ることに成功した。

研究成果の概要（英文）：We studied on the distance structure and the connectivity structure
of graphs. We obtained the upper bound of the number of degree 5 vertices in a
5-connected graph with critical connectivity structure. Also we found many new
structural properties on 5-connected graphs and 6-connected graphs.
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１．研究開始当初の背景
計算機を頂点で表し、計算機が直接情報交換
できるとき対応する頂点を辺で結ぶことに
より、計算機ネットワークの数学的モデルと
してのグラフを得る。任意の 2 頂点を結ぶ道
が存在するとき、そのグラフは連結であると
いう。連結グラフでその除去がグラフを非連
結とする頂点の集合をそのグラフの「切断集
合」と呼ぶ。最小切断集合の頂点数をそのグ
ラフの「連結度」という。また、その除去が
グラフを非連結とする辺集合を辺切断集合
といい、最小辺切断集合の辺数を辺連結度と
いう。計算機ネットワークで考えれば、切断

集合はその故障がネットワークを切断する
計算機群を、また辺切断集合はその破損がネ
ットワークを切断するケーブル群を意味す
るから、連結度および辺連結度はネットワー
クの頑強性を表すもっとも基本的なパラメ
ータといえる。
連結グラフの 2頂点を結ぶ最短路の辺数をそ
の 2 頂点間の距離と呼ぶ。グラフの中の最も
遠い 2 頂点間の距離をそのグラフの「直径」
と呼ぶ。計算機ネットワークでは距離は 2 つ
の計算機の間の情報伝達に要する時間の大
きさに対応するから、グラフの直径はネット
ワークにおける情報伝達の遅れを表す基本
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的なパラメータである。
グラフの連結構造と距離構造はネットワ

ークの基本構造であり、両者の関連を調べる
ことが求められる。

２．研究の目的
グラフの連結度はグラフを非連結にする

最小切断集合の頂点数である。いくつかの頂
点の除去はグラフを非連結にするまでは至
らなくともその距離構造に変化をもたらす。
とくに連結構造に関して臨界的なグラフに
おいて頂点の除去が直径の増大に与える影
響を評価すること、そのために連結構造に関
して臨界的なグラフの構造を調べることを
目的とする。

３．研究の方法
任意の辺の除去が連結度の減少をまねく k

−連結グラフを極小 k−連結グラフという。ま
た、任意の辺の縮約が連結度の減少をまねく
k−連結グラフを縮約臨界 k−連結グラフとい
う。極小 k−連結グラフから次数 k の頂点を除
去したグラフは閉路を含まないという強い
結果を、いわゆる十字論法を用いて Mader
が示した。縮約臨界連結グラフに関してはそ
の性質を調べるための一般的手法は開発さ
れていない。とくに低連結度の縮約臨界連結
グラフおよび極小縮約臨界連結グラフの構
造を探索する手法を開発し、十字論法と組み
合わせることで縮約臨界連結グラフの構造
を調べる。

４．研究成果

（1）縮約臨界 5-連結グラフの次数 5 の頂点
の分布問題

縮約臨界 5-連結グラフの構造の解明に有用
な「admissible な頂点」の概念を導入した。
この概念を用いることで以下の補題の証明
に成功した。

補題 縮約臨界 5-連結グラフの最小切断点
集合 Sによって 2頂点の成分が分離されると
き、2 頂点の成分の少なくとも一方の頂点の
次数が 6ならば S内には次数 5の頂点が少な
くとも 4 個存在する。

この補題を用いることにより以下の結果を
得た。

定理 1
縮約臨界 5-連結グラフは少なくとも頂点

数の 1/2 の次数 5 の頂点を含む。

この評価の値 1/2 は最良であり、この定理に
よって縮約臨界 5-連結グラフの次数 5の頂点

の分布に関する問題は解決された。

（2）4-連結グラフの可縮辺の分布
その辺の縮約が連結度の減少をもたらさな
いとき、その辺を可縮辺と呼ぶ。可縮辺を持
たない 4-連結グラフはすべての頂点の次数
が 4 であることが知られている。したがって
4-連結グラフに次数 5 以上の頂点があれば可
縮辺が存在する。以下はその分布を評価した
ものである。

定理 2
4-連結グラフには次数 5 以上の頂点の数の可
縮辺が存在する。

また、可縮辺を持たない 4-連結グラフの任意
の辺は三角形に含まれることも知られてい
る。したがって 4-連結グラフに三角形に含ま
れない辺があれば可縮辺が存在する。以下は
その分布を評価したものである。

定理 3
4-連結グラフには三角形に含まれない辺の数
の概ね 1/4 の可縮辺が存在する。

さらに、すべての頂点の次数が 4 の場合はそ
の評価は以下のように改良される。

定理 4
すべての頂点の次数が 4の 4-連結グラフには
三角形に含まれない辺の数の 1/2 の可縮辺が
存在する。

定理 2、定理 3 および定理 4 の評価は最良で
ある。

（3）極小縮約臨界 6-連結グラフ

縮約臨界 5-連結グラフの任意の頂点には次
数 5 の頂点が少なくとも 2 個隣接しているこ
とが Su によって示された。縮約臨界 6-連結
グラフにおいても同様の命題が成立すると
予想されていたがその反例を構成した。すな
わち、次数 6 の頂点がひとつも隣接していな
いような頂点を含む縮約臨界 6-連結グラフ
を構成することに成功した。さらに縮約臨界
ではなく極小縮約臨界ならば 5-連結グラフ
における Su の定理類似の結果が成立するこ
とを示した。

定理 5
極小縮約臨界 6-連結グラフ任意の頂点には
次数 6 の頂点が少なくとも 1個隣接している。
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