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研究成果の概要（和文）：本研究では、フラクタルに関する数学的基礎理論を多様な視点から研

究した。フラクタル上の解析的構造（確率過程など）から導かれるフラクタルの内的な幾何的 構

造を明らかにし、その幾何学的構造を用いてフラクタル上の確率過程の漸近挙動、フラクタル

を境界とする領域上の関数の境界での挙動などなどを詳しく調べた。  
 
研究成果の概要（英文）：We have studied various aspects of mathematical foundation of 
fractals. In particular, we have constructed intrinsic geometrical structure associated 
with analytical objects like stochastic processes on fractals. Furthermore, based on 
these geometric structure, we have investigated the asymptotic properties of stochastic 
processes on fractals and/or boundary behaviors of functions on domains with fractal 
boundary. 
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１．研究開始当初の背景 
フラクタルはマンデルブローによって、自然
界を表現するのに適切な新しいモデルとし
て提唱された。それ以来フラクタルは、物理
学、化学などの自然科学に留まらず工学・社
会科学などの広い分野において多くの有用
な応用を生み、近年では現代科学の基礎をな
す概念の一つとして認知されている。数学に
おいてもフラク タルの基礎理論として、フ
ラクタル幾何学、力学系、タイリング、フラ

クタル上の解析学の多様な観点から幅広い
研究が行われてきた。そのような研究の進展
に 伴い、数学的に異なった観点からの研究
の間に重要な関係が見いだされつつあり、こ
れが本研究の出発点となった。 
 
 
２．研究の目的 
本研究の目的はフラクタルを多様な数学的
な視点から研究することにある。フラクタル
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は数学の諸分野（代数学、幾何学、解析学）
の接点に位置している。例えば、自己相似集
合によるユークリッド空間のタイリングは
幾何学的な問題であるが、それを特徴付ける
のは自己相似集合を生成する縮小写像の縮
小率などの代数 的な性質であることがわか
っている。さらに近年、主にフラクタル上の
解析学の視点から、フラクタルの上に解析的
な構造に適合した距離を定義する試みがな
さ れ、それらの距離が解析的な対象を記述
するのに有用であることが分かってきた。こ
のようなフラクタルに内在する構造はその
代数的、幾何学的な性質と深く結びついてい
る。本研究では、フラクタルに内在する数学
的構造を多様な数学的視点（フラクタル幾何
学、フラクタル上の解析学、力学系の不変集
合としてのフラクタル）から研究しその全体
像を明らかにすることを目的とする。 
 
 
３．研究の方法 
研究の主な方法は、 

(a) 国内外の研究集会への参加、国内外の研
究者の招聘などを通じで関係する分野の専
門家から最新の研究成果に関する情報を交
換し、さらに共通の問題に対して議論を深め
ること 
(b) 関連する文献の調査により、既存の方法、
既知の知識に対する理解を深めること、 
で ある。(a) に関しては、研究成果、発表
論文に見られるように国内外の研究者と本
研究課題に関する議論を行い、その結果とし
て国際的な共同研究に発展し多くの成果を
挙 げた。特に、2010 年３月２０日、２１日
には本研究と Chinese University of Hong 
Kong の 数 学 教 室 と の 共 催 で 「 Kyoto 
University/CUHK joint workshop on 
Analysis and Geometry of Fractals and 
Metric Measure Spaces」を香港にて開催し
た。この研究集会においては、日本、中国、
香港、ドイツなどから１２人の研究者が集ま
り、最新の研究成果を発表するとともに、今
後の研究課題に対して議論を深めた。また、
2011 年２月には本研究の総括および将来の
研究課題の検討のため、本研究主催で、
Workshop「フラクタルの数学的諸相」を開催
した。 
 
 
４．研究成果 
( 1) 研究代表者木上は、 
Tree 上の random walk からその Martin 境
界である Cantor 集合上に誘導される jump 
process 及び一般の resistance form から
誘導される Hunt process に関して、volume 
doubling property の元でそれらの漸近挙動

を記述するのに最適な距離の存在を示し、そ
の距離の元での熱核の漸近評価を与えた。 
 
(2) 分担者相川は、 
1. John 領域において調和測度が強ダブリン
グであることと，領域が準一様であることが
同値であることを示した． 
2. 任意の領域において大域的な境界
Harnack 原理が成立することと、 大域的な
Carleson 評価が成立することが同値である
ことを示した.  さらに，少し追加条件を与
えると，局所的な境界 Harnack原理の成立と
局所的な Carleson 評価の成立が同値である
ことを示した． 
3. 境界上の連続関数の Dirichlet 問題の解
が境界まで連続に延びるとき領域は正則で
あると言われ,その特徴付けはよく知られて
いる．これを一歩進め，境界上の連続率が解
の連続率に伝わる条件を研究した． 
 
(3) 分担者熊谷は、 
1. フラクタル上の解析学における主要な未
解決問題であった、Sierpinski carpet 上の
ブラウン運動の一意性の問題を肯定的に解
決した。（Barlow 氏、Bass 氏、Teplyaev 氏
との共著論文） 
2. D次元正方格子上の対称マルコフ連鎖が飛
躍型確率過程に収束するための十分条件を、
ディリクレ形式の手法を用いて導出し、長距
離相関があるランダムコンダクタンスモデ
ルに応用した。（Chen氏、Kim氏との共著論
文） 
 
(4) 分担者伊藤は、 
「フラクタル境界をもつ領域による準周期
タイリングとその力学系」について研究を推
進し、諸分野にみられる準周期タイリング
（ときとしてそのプロトタイルはフラクタ
ル境界をもつ領域となる）を unimodular な 
Pisot/non-Pisot の substitution を用いて
構成する理論の完成をみた。さらに、その準
周期フラクタルタイリングを用いて得られ
る 新 し い 離 散 力 学 系（ そ れ は  Domain 
exchange と呼ばれている）力学系としての
特性を調べる研究を進展させた。 
 
(5) 分担者宍倉は、 
１変数複素力学系の分岐現象および、相空間
内のジュリア集合について研究した。特に、
無理的中立不動点を持つ複素力学系につい
ては、回転数 が高いタイプの場合に近放物
型くりこみを用いるとある種のアプリオリ
評価が得られていたが、それをどのように相
空間の構造に反映させるかについて、力学系 
的座標系という概念を導入した。また木坂氏
との共同研究で、あるクラスの超越関数のジ



 

 

ュリア集合がなめらかな曲線からなること
を示した。 
 
(6) 分担者亀山は、 
リーマン球面上の有理関数のジュリア集合
のコーディングについて研究を行った。
geometric coding tree から定まるコーディ
ングを考えることは、ジュリア集合のフラク
タル構造と、有理関数の組合せ構造を深く結
びつける。このとき、以下の (a), (b), (c), 
(d) を証明した。 
(a) 双曲的な有理関数 f について、ジュリ
ア集合がカントール集合になること 
(b) ある n>0 について f^n に関し一対一の
geometric codingがあることは同値 
(c) geometric codingの重複度は f の次数の
べきである 
(d) 真に n>1となる（つまりカントール的な
ジュリア集合だが、一対一の geometric codin
がない）例も作れる 
 
(7) 分担者日野は、 
強局所正則 Dirichlet形式に関して指数とい
う概念を導入し，その性質について研究した．
得られた知見をもと に，Sierpinski Carpet
上のブラウン運動に関するマルチンゲール
次元がスペクトル次元以下であることを示
した．特に点再帰的なケースではマルチンゲ
ール次元が 1であることが従う．これは無限
分岐的なフラクタルに関するマルチンゲー
ル次元について初めて得られた情報である． 
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