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研究成果の概要（和文）： 数理ファイナンスの分野における期待効用最大化に関連したポート
フォリオ最適化問題や、デリバティブの価値評価に関わる問題を、一般的な市場モデルにおけ
る確率制御問題として考察し、フィルタリング理論や動的計画原理に基づく解析を展開した。
特に、ダウンサイドリスク最小化問題を新たな視点で考察した大偏差確率制御問題に関して、
双対性定理等の著しい成果を得た。 
研究成果の概要（英文）：We considered the portfolio optimization problems related to 
expected utility maximization and valuation of the derivatives as certain kinds of 
stochastic control problems and developed analysis based on filtering theory and the 
dynamic programming principles. In particular, we obtained notable results e.g. duality 
theorems etc., on the large deviation control problems by bringing new aspects in   
considering down side risk minimization. 
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１． 研究開始当初の背景 
数理ファイナンスにおいて、完備な市場のモ
デルに関する理論はほぼ完成されていると
いってよいが、一方、現実の市場は完備では
ありえないとされ、非完備な市場の数理モデ
ルの解析が多くの研究者の関心を呼んでい
た。非完備な市場のモデルにおける、デリバ
ティブの価格付け、期待効用最大化、リスク
の計量化等を考察するとき、しばしば、確率
制御・フィルタリングの手法が有力となるば

かりか、それらの問題から確率制御・フィル
タリングの新たな問題が提起され、それを解
決することにより、翻って市場のモデルにお
ける上記各種問題の解決が図られるという
状況にあった。特に 
（１）ポートフォリオ最適化に関しアップサ
イドチャンス最大化や、ダウンサイド最小化
と呼ばれる問題で、保有資産の成長率が、時
間大域的に決められた以上（あるいは以下）
になる確率を最大化（あるいは最小化）する
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問題を大偏差確率制御問題という新しい問
題と捉えて考察しようという動きがみられ
た。また、 
（２）観測可能でないファクターに証券価格
のボラティリティが依存している場合、従来
のフィルタリング理論が適用できないため、
期待効用最大化やデリバティブの価値評価
の問題が、部分情報下の新しい確率制御問題
として定式化されることが、認識されるよう
になっていた。さらに、 
（３）市場のデータによりよくマッチする飛
躍型市場モデルに関する期待効用最大化や
デリバティブの価格付け（価値評価）は非完
備市場における新たな問題として注目され
るようになっていた。 
（４）また、消費も考慮に入れた最適投資・
消費問題は、その対応する、H-J-B 方程式の
解析的取り扱いや確率解析の困難さから多
くの問題が残されていた。 
 
２．研究の目的 
（１）上記１．で述べた背景の（１）に関連
して、特に当時から未解決問題であった、ダ
ウンサイドリスク最小化問題を大偏差確率
制御問題として考察することをまず第一の
目的とした。特に 
①線形ガウス型モデルに対して完全情報下
で考察すること、 
②線形ガウス型モデルに対して部分情報下
で考察すること、 
③一般的なファクターモデルで考察するこ
と、 
を目的とした。次に 
（２）上記１．で述べた背景（２）に関連し
て証券価格過程のボラティリティがファク
ター過程に依存する場合、まずは、期待効用
最大化問題について、 
①対数効用の場合 
②べき型効用の場合 
それぞれについて、流動性が低い証券価格過
程の場合に、部分情報下の確率制御に関する
新たな問題として定式化し、考察することを
目的とした。 
（３）上記１．で述べた背景（３）に関連し
て、飛躍型市場モデルにおいて 
①デリバティブの価値評価における基礎理
論を確立すること、 
②期待効用最大化問題を考察すること、 
を問題とした。さらに、 
（４）上記１．で述べた背景（４）に関連し
て、時間無限範囲の場合と有限範囲のばあい
について最適投資・消費問題を確率制御問題
として考察することを目的とした。 
 
３．研究の方法 
（１）上記２．研究の目的の（１）に関して。 
① および ② に関しては対応する、リスク

鋭感的確率制御の H-J-B 方程式の解がリッ
カチ常微分方程式の解を用いて表現できる
ことから、このリッカチ方程式の時間大域的
解析を通じて、双対性定理の証明および、漸
近的最適戦略の構成を行う。③に関しては、 
リスク鋭感的確率制御のエルゴード型 H-J-B 
方程式の解析を、函数解析的手法も援用して
行う。また、①－③に共通した方法として、
大偏差確率の下からの評価を得る際に、等価
な確率微分ゲームを導入する。 
（２）上記２．研究の目的の（２）に関して。 
Cvitanic-Liptser-Rozovskii の最近の研究
によって得られたフィルタリングの理論が
この問題に適用可能であると認識し、その手
法と近似手法を用いて、新たな動的計画原理
の確立し、ある種の不動点定理を導くことで
この問題の解決を図る。 
（３）上記２．研究の目的の（３）に関して。 
新たに、リスク鋭感的価値尺度を導入し、こ
の尺度による価値評価を行い、その上で期待
効用最大化問題を考察する。 
（４）上記２．研究の目的（４）に関して。 
最適投資・消費問題の H-J-B 方程式の可解性
に関しては、Leray-Schauder の不動点定理
を用いて考察する。その後、粘性解理論によ
る方法も検討する。 
 
４．研究成果 
（１）上記２．研究の目的の（１）に関して、 
①線形ガウス型モデルに対して、確率（ダウ
ンサイドリスク）を最小化する問題を考察し
、その時間大域的挙動が、リスク鋭感的ポー
トフォリオ最適化問題の双対問題として特徴
付けられること、そして、目標成長率に対応
するリスク回避係数をもつリスク鋭感的ポー
トフォリオ最適化問題の最適戦略がその最適
戦略となることを示した。その成果は研究分
担者・畑宏明、研究協力者・S.J. Sheu 氏と
の共著論文として、著名な国際学術雑誌に発
表した。 
②同じ問題を部分情報下で考察し、類似の結
果ならびに、許容な目標成長率の範囲を具体
的に表現した。その成果は国際学術専門誌に
発表した。 
③ファクターモデルとよばれる非完備な市
場モデルに対して、上と同様の問題を、線形
ガウス型モデルを含む一般的な場合に考察
した。その時間大域的挙動が、リスク鋭感的
ポートフォリオ最適化問題の時間大域的挙
動と双対の関係にあることを示すにあたっ
て、対応するエルゴード型 H-J-B 方程式の更
なる解析を行った。その結果、線形ガウス型
モデルの場合と同様の結果が得られ、その成
果は著名な国際学術雑誌に発表した。代表者
は上記それぞれの結果を数々の国際会議の
招待講演として発表し、また、日本数学会解
析学賞を受賞した。 



 

 

さらに、ダウンサイドリスク最小化問題に動
機づけを得て、一般的な拡散過程の制御項を
含む加法的汎関数に関する大偏差確率の評
価を得る新たな問題を定式化し、対応するリ
スク鋭感的確率制御問題の時間大域的挙動
に関するエルゴード型 H-J-B 方程式の解析
を通じて、相対性定理を示した。その成果は
論文として作成中である。 
一方、研究分担者・石井はここで取り扱われ
たエルゴード型 H-J-B 方程式と関係の深い
エルゴード型 H-J 方程式に関して深い解析
を行い、多くのすぐれた成果を得ている。 
今後、相互の成果をすり合わせ、討議を重ね
ることによって、更なる研究発展の可能性が
期待される。 
（２）上記２．研究の目的の（２）に関して 
流動性の低い市場モデルに関する期待効用
最大化問題を考察し、部分情報下における確
率制御として定式化した。対数効用最大化、
冪型期待効用最大化のそれぞれに関して値
関数の解析を通じて、新たな動的計画原理を
示し、また最適戦略の構成を行った。冪型期
待効用の場合についてはその成果を国際学
術雑誌に発表し、対数効用の場合については
投稿準備中である。 
（３）研究分担者宮原は、リスク鋭感的価値
尺度（Risk-sensitive value measure）がプ
ロジェクトの評価に最も適した価値尺度で
あるという結論を得た。その成果はファイナ
ンスの専門雑誌に掲載された。また、著書に
おいてもその成果を発表した。 
（４）線形ガウス型モデルを含む一般的な場
合について、無限時間範囲で最適消費・投資
問題を考察し、対応する H-J-B 方程式の解の
存在と一意性の証明、および、その解により、
最適投資・消費戦略を構成する結果を得た。
その成果は論文として作成中である。また、
より一般的な場合に、有限時間範囲で同様の
問題を考察し、同様の結果を得た。その成果
は、研究分担者・畑宏明、研究協力者・
S.J.Sheu 氏との共著論文として作成中であ
る。 
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（招待講演）2010 年 8 月 13 日 Indian 
Statistical Institute, Bangalore, 
India 

㉑  H. Nagai  "H-J-B equations with 
quadratic Hamiltonian in stochastic 
control and mathematical finence", 
July 8-th-10-th, 2010, Ajou 
Conference on Control Therory and 
Financial Engineering in honor of 
Professor Bensoussan, Ajou Univ. , 
Korea （招待講演） 

㉒  H. Ishii “The Neumann problem for 
Hamilton-Jacobi equations in view of 
weak KAM” 5th Pacific RIM（招待講演） 
2010 年 7 月 1日, Stanford University, 
USA 

㉓ S. Koike “Weak Harnack inequality for 
fully nonlinear PDEs with unbounded 
ingredients” Positivity: A key to 
fully nonlinear equations Conference
（招待講演） 2010 年 6 月 2 日サレルノ, 
イタリア 

㉔ J. Sekine “Large deviations controls 
for long-term investment” Workshop on 
Risk Measures and Robust Optimization 
in Finance Nov. 19, 2009 Institute of 
Mathematical Sciences, National 
University of Singapore,Singapore 
（招待講演） 

㉕  Nagai “Risk-sensitive control, large 
deviation control and down-side risk 
minimization” Mathmetical finance and 
related topics related to economics 
and engineering” Aug. 13, 2009 Kansai 
Seminar House, Kyoto （招待講演） 

㉖ J. Sekine “Some asymptotic results for 
probability maximizing/minimizing 
portfolios” Congress: Stochastic 
Analysis for and from Finance Aug. 7, 
2009京都リサーチパーク （招待講演） 

㉗ H.Nagai “Down-side risk minimization 
as large deviation control” 1st PRIMA 
Congress” July 6, 2009 Univ. New South 
Wales, Sydney, Australia （招待講演） 

㉘ A.Kohatsu-Higa “Approximations for 
SDE's driven by Lévy processes” Third 
Conference on Numerical Methods in 
Finance, 2009/4/15 ENPC, Paris, 
France （招待講演） 

㉙ 長井 英生 "エルゴード的確率制御か
ら大偏差確率制御へ”－数理ファイナン
スに現われる時間大域的問題を巡って



 

 

ー 
日本数学会 総合講演 2009年 3月 27
日東京大学 （招待講演） 

㉚  H.Nagai “Large deviation control 
arising from optimal investment” 
Plenary talk at Conference on 
quantitative methods in finance 2008
年 12月 18日 Sydney, Australia （招
待講演） 

㉛ 関根 順 “数理ファイナンスの現状に関
する若干の展望と床制約を置いた長時
間ポートフォリオ最適化に関する考察” 
日本数学会  特別講演 2008年 9月 
24日東京工業大学 （招待講演） 

㉜  H.Nagai “Asymptotics of the 
probability minimizing a downside 
risk and risk-sensitive dynamic asset 
allocation under partial information” 
The fifth Colloquium on BSDEs and 
Finance,and Applications 2008年 6月 
19日Le Mans, France （招待講演） 

㉝  J. Sekine “Exponential Indifference 
Pricing and Hedging with Basis Risk 
and Partial Information for 
Conditionally Linear Models” The fifth 
colloquium on ``Backward Stochastic 
Differential Equations, Finance and 
Applications'2008年 6月 19日 Le Mans, 
France （招待講演） 

 
〔図書〕（計 1 件） 
① Y. Miyahara “Option pricing in 

incomplete markets”: Modeling based 
on geometric Levy processes and 
minimal entropy martingale measures, 
Imperial College Press, (2012) pp. 
185  
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