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研究成果の概要（和文）： 
 1. 高階パンルヴェ方程式 (PJ )m (J=I, II, IV; m = 1, 2, …) に対し、その 1型変わり点
の近くにおいて、そのインスタントン型解は 2 階 I型パンルヴェ方程式の解に変換できること
を示した。議論は高階パンルヴェ方程式の背後に在るシュレーディンガー方程式の WKB 解析
的・半大域的変換論に基く。 
 2. その WKB 解析的標準型がマシュー方程式となる一連の方程式の変換論を構築し、その WKB
解の解析的構造を超局所解析的手法により明らかにした。 
 
研究成果の概要（英文）： 
 1. Near a turning point of type 1 of a higher order Painlevé equation (PJ )m (J=I, II, 
IV; m = 1, 2, …) each instanton-type solution of (PJ )m is transformed to a solution of 
the second order Painlevé equation (PI)1. The proof makes essential use of the semi-global 
WKB theoretic transformation of the Schrödinger equation that underlies (PJ )m.  
 2. We have studied a class of Schrödinger equation whose WKB-theoretic canonical form 
is an algebraic Mathieu equation, and the analytic structure of WKB solutions of such 
equations is clarified by microlocal analysis. 
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１．研究開始当初の背景 
 1980 年代に物理学者 A. Voros と化学者 H. 
Silverstone の提出した“WKB 解をボレル総和
して考える”と云うアイディア（その根底には
Bender‐Wu の論文（Phys. Rev., 184（1969））

が在ったと思われる）は、ボレル変換と云う
フィルターを通すことにより漸近解析であ
った WKB 解析が「完全」なものとなることに
つながった。さらに物理学科出身の F. Pham
が Vorosの仕事と J. Ecalle の再生函数論を
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関係付けることに成功した。このような仏・米
での活動に刺戟を受けて、我々はさらにこれ等
の研究に超局所解析学の視点からの考察も加
えて「完全 WKB 解析」による微分方程式の構造
の解明を試みてきた。このような流れを引き継
いで、本計画では一つの重点を高階パンルヴェ
方程式の構造の研究に置き、高階パンルヴェ方
程式の背後に在るシュレーディンガー方程式
の完全 WKB 解析の有用性を示すことを目標と
定めるに至った。 
 
２．研究の目的 
１．高階パンルヴェ方程式の構造の研究  
を、その背後に在る、シュレーディンガー方
程式とその変形方程式から成る過剰決定系
の完全 WKB 解析により進める。この為には 
２．完全 WKB 解析の理論の深化 
が必要と考えられるが、特に 
３．その超局所解析学との関連 
に注目して考察する。さらに多時間パンルヴ
ェ方程式（ガルニエ系）の背後に在る線型微
分方程式系の解析を念頭に置きつつ 
４．大きなパラメタを含む極大過剰決定系の
完全 WKB 解析 
にも取り組む。 
 
３．研究の方法 
 我々の方法の特長は、WKB 解のボレル変換
をボレル平面上での、パラメタ付の多価解析
函数と捉えて、その超局所解析を行う点に在
る。特に、シュレーディンガー方程式の「変
換」に用いられる変換級数をボレル変換して
定まる超局所微分作用素 Lが次のような積分
表示を持つことは重要である: 

LψB = ∫y

y

 0 K(x, y－y´, d/dx) × 

×log(y－y´)ψB (x, y´)dy´ 

但しここで K は(y－y´)に正則に依存する、 

x に関する無限階微分作用素。 
 
４．研究成果 
１．河合と竹井が協力して「高階パンルヴェ
方程式 (PJ )m (J = I, II, IV; m = 1, 2, …) に
対し、その 1 型変わり点の近くにおいて、そ
のインスタントン型解は古典的な I型パンル
ヴェ方程式」の解に変換できる」と云う結果
を公刊した。（Publ. RIMS, 47（2011）, 153 
- 219） 
２．WKB 解の特異性に関しては単純極が単純
変わり点と類似の効果を持つことに注目し
て、対象とする方程式を「変わり点 2個のシ
ュレーディンガー方程式」から大きく拡げ
（最終的には単純極 2個と単純変わり点 1個
を持つシュレーディンガー方程式迄対象と
することに成功している）、さらにその WKB
解の「動かない特異点」の近傍での挙動を超

局所解析的手法により解明した。（RIMS 
Preprint 1735（2011）） 
３．これ等の結果について河合が 2011 年 8
月に A. Weinstein 教授（UC バークレー）
のセミナーで総合報告を行い、幸いにして
好評であった。 
４．完全 WKB 解析の出発点の一つである
Bender-Wu の論文（Phys. Rev., 184(1969)）
が元来場の量子論の解析を念頭に置いて
いることに鑑み、解析的 S -行列論の権威
者 H. P. Stapp 教授（ローレンス・バーク
レー国立研究所）と河合が、“S -行列の摂
動展開に完全WKB解析を適用する際にまず
取り組むべき主題は？”と云う形の問題
設定の下に議論し“長らく懸案の3粒子閾
値（3-particle threshold）近くの S -行
列の構造を、trussbridge diagram 函数の
ボレル和として考えてみよう”と云う共
通認識を持つに到った。この方向の研究は
超局所解析学に新しい動きを惹起してい
る。（例えば平成 24 年 10 月の数理解析研
究所 研究集会「Recent development of 
microlocal analysis and asymptotic 
analysis」での反応等。） 
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