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研究成果の概要（和文）：広く拡散現象を記述する偏微分方程式を考える. 解の挙動と領域の幾

何との関係を知るため, 初期挙動と境界の曲率との関係および時刻に関して不変な等位面の存

在と領域の対称性との関係を明らかにした. 特に, 不変な等位面による球面, 超平面および円

柱面の特徴付けが得られ, 領域の幾何を決定する逆問題の新展開がなされた. 副産物として, 

ある重要なクラスのワインガルテン超曲面を記述する完全非線形楕円型偏微分方程式の粘性解に

対するリュービル型定理が得られた. 

 
 
研究成果の概要（英文）：Partial differential equations describing diffusion phenomena have 

been widely considered. To know the relationship between the behavior of solutions and the 

geometry of domain, we showed both the relationship between the initial behavior and the 

curvatures of the boundary and that between the existence of a stationary level surface 

with time and the symmetry of domain. In particular, we obtained characterizations of the 

sphere, the hyperplane, and the circular cylinder involving a stationary level surface. 

These yielded a new development of inverse problems determining the geometry of domain. 

Also, as a by-product, we obtained Liouville-type theorems for viscosity solutions of fully 
nonlinear elliptic partial differential equations describing an important class of 
Weingarten hypersurfaces. 
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１．研究開始当初の背景 

   研究代表者と Rolando Magnanini 教授
（フィレンツェ大学）との共同による, 熱方 

 程式の解の時刻について不変な等温面や臨 

 界点の約10年間に渡る研究があった. 特に,  

 不変な等温面による球面や超平面の特徴付 

 けの初期段階の結果があり,その一般化や非 

 線形拡散方程式への拡張が期待されていた.  

 また, 熱方程式および遅い拡散の場合の多 

 孔質媒質方程式と p調和拡散方程式に対す 

 る, 初期値を零,境界値を正定数とする初期境 

 界値問題において, 境界に１点で接する領域 

 内の球上の解の空間積分の初期時刻での漸近 

 公式に接点での境界の主曲率が現れる事がわ 

 かっていて, この事実はより一般の非線形拡 

 散方程式に対しても成立することが予想され 

 ていた. さらに, このような研究は, 偏微分方 

 程式の解の挙動と考える空間領域の幾何との 

 関係を知るという視点に立つことにより更な 

 る発展が期待されていた. 

 

 

２．研究の目的 

 主な研究目的は拡散現象を記述する偏微
分方程式の解の挙動と領域の幾何の関係を
明らかにすることであり, 次の課題について
研究する. 

(1) 拡散方程式の解の初期挙動と領域の幾何
（境界の曲率や境界からの距離関数）の関係
を明らかにする. 

 

(2) 拡散方程式の解の不変な等位面及び不変
な臨界点の研究を発展させる. 

 

(3) 広く拡散現象を考慮した偏微分方程式
（楕円型および放物型方程式等）の解の挙動
と領域の幾何の関係を調べる.  

 

(4) 解や領域の形状を決定する逆問題を発
掘・設定し, 研究する. 

 

 

３．研究の方法 

 普段の研究組織内での研究打合せ（電子メ
ールと必要に応じた直接の打合せ）および
必要に応じた国内外の研究協力者との討
論・情報交換により研究を進める.そのため
に以下を実施した. 
(1)次の研究集会を主催した.広島応用解析
セミナー第 9回〜第 16回（東広島）, 青葉
山勉強会第７回・第８回(仙台), RIMS研究
集会「偏微分方程式の解の幾何」（H24年 11
月, 京都）, 第１回伊日ワークショップ
（H21年６月,仙台）, 第 2回伊日ワークシ
ョップ（H23年６月,コルトナ, イタリア）. 
 

(2)国内外での研究集会等に出席し,成果発
表・討論・情報交換・情報収集を行った. 
 
(3) フィレンツェ大学へ出張し海外共同研
究者 Rolando Magnanini 教授との直接の討
論・情報交換を行った. 
 
(4) 海外から有力な研究協力者（Julian 
Lopez-Gomez教授(スペイン), Xi-nan Ma
教授（中国）, Antoine Henrot教授（フラ
ンス）, Rolando Magnanini 教授(イタリ
ア)）を日本へ招聘し直接の討論・情報交換
を行った. 
 
 
４．研究成果 
主な研究成果は次のようである. 

(1)有界とは限らない境界をもつ領域において, 

初期値を零,境界値を正定数とする非線形一様
放物型拡散方程式の初期境界値問題および領
域の補集合の特性関数を初期値とする初期値
問題を考える.このとき, 解からできるある関
数と時刻との積が境界からの距離関数の自
乗に初期時刻で収束することを粘性解の理
論と比較定理を活用して示した. また, 初期
境界値問題については, 境界値を２つの正定
数の間の値を取る関数に代えても同じ収束
が成り立つことを示した. さらに, 境界に１
点で接する領域内の球上の解の空間積分の初
期時刻での漸近公式に接点での境界の主曲率
が現れる事を示し, 領域の境界の近傍での解の
初期挙動と領域の幾何の関係を明らかにした. 

 

(2) 速い拡散の場合の多孔質媒質方程式と p

調和拡散方程式に対して, 初期境界値問題と
初期値問題における解の初期挙動と境界の
主曲率の関係を解の初期挙動が対応する非
線形楕円型方程式の境界爆発解によって記
述されること及びある自己相似解の挙動と
を利用して明らかにした(論文準備中). 

 

(3) N-1 次元ユークリッド空間の任意の単位
球上の振幅が有界である連続関数のグラフ
を境界にもつ N 次元空間の領域において, 

初期値を零,境界値を正定数とする熱方程式の
初期境界値問題を考えるとき, 不変な等温面が
存在すれば境界は超平面に限ることを示した. 

また, 非線形一様放物型拡散方程式についても, 

同様な不変な等位面による超平面の特徴付け
の定理をスライディング法を改良し, より広
いクラスの領域に対して示した.  

 

(4) 線形および非線形一様放物型拡散方程式
の解の不変な等位面による球面の特徴付け
の定理を境界が有界であるが滑らかとは限
らない一般の領域に対して示した.(以前は



領域に外部球面条件を仮定していた.)  
 
(5) 3 次元空間上の熱方程式の初期値問題の
解の不変な等温面による円柱面と超平面の
特徴付けの定理を埋め込まれた平均曲率一
定曲面及び極小曲面の理論を活用して示し
た(論文準備中). 

 

(6) 超平面の不変な等温面による特徴付けの研
究を発展させて, 粘性解の理論を活用して, あ
る重要なクラスのワインガルテン超曲面を記
述する完全非線形楕円型偏微分方程式の粘性
解に対するリュービル型定理を与えた. つまり, 

N 次元空間全体上の任意の単位球上の振幅が
有界である連続関数のグラフの表す超曲面が
ある重要なクラスのワインガルテン超曲面な
らばそれは超平面に限ることを示した.   

 

(7) ある準線形楕円型方程式に付随する変分
問 題 を同じ  分をもつ関数のクラス上で
考えて, 解の存在, 一意性を示し, さらに領
域の対称性と解の対称性の関係を明らかに
した. 

 

(8) 熱方程式の初期値問題の解が時刻について
拡大する相似な等位面の列をもつとき, 解は対
称性をもつかという逆問題を設定した. 特に解
の回転対称性について, アレクサンドロフの反
射原理を利用して, 発端となる結果を得た(論
文準備中).  

 

(9) 無限次元の Hamilton Jacobi方程式の解
の長時間漸近挙動の解析,及び, KPZ 方程式
の解の新しい定義・存在・一意性について, 部
分的な結果を得た. これは今後, 無限次元空
間の拡散と領域の幾何の研究に結びつくと
思われる. 

 

(10) p調和型退化特異放物型方程式系に対し
て ,弱解のヘルダー評価が成り立つための , 

係数関数と外力関数に対する最良の可積分
条件を得た. これは p調和拡散方程式系の初
期挙動と領域の幾何の関係の基礎として役
立つことが期待される. 

 

(11) 常微分方程式論的手法と変分法を主な
解析手段として, 非線形常微分方程式の境界
値問題の解の漸近挙動の詳細な解析を行っ
た. この手法はより複雑な非線形拡散方程式
の自己相似解の挙動の解析に有用であると
思われる. 
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